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RESUMO

FALEIROS, T. P.. Modelos probabilisticos de topicos: desvendando o Latent Dirichlet
Allocation. 2016. — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao
Carlos — SP.

Modelos de tépicos tém ganhado bastante atencao e sido alvo de vdrias pesquisas. A ideia basica
dos modelos de topicos é descobrir, nas relacdes entre documentos e termos, padrdes latentes
que sejam significativos para o entendimento dessas relacdes. Por exemplo, tais modelos podem
ranquear um conjunto de termos como importantes para um ou mais temas. Bem como ranquear
documentos como tendo relevancia para um ou mais temas. Neste trabalho, sdo descritos os
modelos probabilisticos de tdpicos, tendo como base o modelo Latent Dirichlet Allocation (LDA).
O LDA ¢ formalmente descrito por um processo generativo para a criacdo de documentos textuais
dadas distribuicdes latentes de topicos. Do ponto de vista computacional, sdo detalhadamente
descritos os dois principais algoritmos de inferéncia do LDA, o método de Gibbs e o método de
inferéncia variacional. Também € descrita a versdo online do algoritmo de inferéncia variacional
para o LDA. Além disso, s@o apresentados os procedimento de avaliacdo para os modelos
probabilisticos de tépicos. Uma outra contribui¢do desse estudo € a andlise comparativa entre
o problema estabelecido pela fatoracdo de matrizes ndo negativas e o problema de otimizacao
estabelecido pelo método de inferéncia variacional. Esse trabalho pode servir para auxiliar na
exploragdo, extensdo e desenvolvimento de novas abordagens de modelos probabilisticos de

topicos.

Palavras-chave: Latent Dirichlet Allocation, Modelos Probabilisticos de Topicos, Algoritmos

de Inferéncia, Extra¢do de Tépicos.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Motivados pela necessidade de técnicas eficientes para extragdo de informagdes em texto,
uma nova area de pesquisa surgiu em 2003, chamada de modelos probabilisticos de tépicos
(Probabilistic Topic Models) (BLEI, 2011). O inicio dessa drea se deu basicamente com a
apresentacdo do LDA (Latent Dirichlet Allocation) (BLEIL; NG; JORDAN, 2003) — LDA € o
modelo base. Modelos probabilisticos de topicos (BLEI; NG; JORDAN, 2003; GRIFFITHS;
STEYVERS, 2004; STEYVERS; GRIFFITHS, 2007; HOFMANN, 1999) sdo um conjunto
de algoritmos cujo objetivo € descobrir estruturas temdticas ocultas em grandes colecdes de
documentos. Inicialmente, esses modelos foram propostos para serem aplicados em documentos
textuais, mas logo foram explorados em outros tipos de dados com atributos discretos, como
imagens (LI; PERONA, 2005; SIVIC et al., 2005; RUSSELL et al., 2006; CAO; LI, 2007), grafos
(HENDERSON; ELIASSI-RAD, 2009; BRONIATOWSKI; MAGEE, 2010; CHANG; BLEI,
2009; MEI et al., 2008) e outros. Como a base do modelo e a descri¢ao tedrica € fundamentada
em documentos e palavras, neste trabalho nio é explorada a aplicacdo em outros tipos de dados.
Porém, a transi¢do para outros tipos de dados € direta uma vez que se entenda como o modelo é

aplicado em texto.

A exploragdo de grandes volumes de dados € simplificada pelos modelos probabilisticos
na descoberta dos tdpicos. Os topicos sdo estruturas com valor seméntico e que, no contexto
de mineragao de texto, formam grupos de palavras que frequentemente ocorrem juntas. Esses
grupos de palavras quando analisados, ddo indicios a um tema ou assunto que ocorre em um
subconjunto de documentos. A expressao tépico é usada levando-se em conta que o assunto
tratado em uma colecdo de documentos € extraido automaticamente, ou seja, tépico é definido
como um conjunto de palavras que frequentemente ocorrem em documentos semanticamente
relacionados. Imagine varios discursos proferido por politicos e transcritos como documentos
textuais. Se a cada dia vérios documentos sao gerados, ao longo dos anos essa colecao de
documentos aumentard, inviabilizando o gerenciamento manual. Aplicando uma técnica como o

LDA, é possivel organizar e agrupar um subconjunto de discursos pelos seus respectivos temas.



10 Capitulo 1. Introdugdo

Pesquisadores da drea de recuperagcdo de informacdo ja propuseram vérias técnicas
para reduzir o tamanho dos descritores de uma colecdo de documentos. Entre as técnicas mais
notdveis estd o Latent Semantic Indexing (LSI) (DEERWESTER et al., 1990; BERRY; DUMALIS;
O’BRIEN, 1995). O LSI usa a decomposicdo em valores singulares de uma matriz documento-
termo para identificar um subespaco linear que apresenta uma maior variagao no espago de
caracteristicas. Conhecendo a funcionalidade do LSI, € possivel estender essa técnica para um
modelo generativo probabilistico. Fazendo isso, Hofmann (1999) propds o probabilistic Latent
Semantic Indexing (pLSI). O pLSI é um modelo probabilistico com habilidade de recuperar
aspectos de cole¢des de documentos. No modelo pLSI, cada palavra em um documento é
amostrada de uma varidvel aleatéria que representa um topico. Assim, cada palavra em um
documento € gerada por um tdpico, e cada documento possui palavras geradas por diferentes
topicos. Isso faz com que um documento possua diferentes propor¢cdes de topicos. Apesar do
pLSI ser um modelo probabilistico, ele ndo ¢ um modelo gerador de documentos completo pois
nao prové um modelo probabilistico no nivel dos documentos. Ou seja, apesar das palavras
serem geradas por varidveis aleatérias obedecendo uma distribuicao multinomial, os documentos

sdo apenas bag-of-words.

O modelo pLSI foi estendido para o modelo LDA (Latent Dirichlet Allocation). O LDA
€ um modelo bayesiano completo e se baseia na geracdo dos topicos como distribuicdes de
Dirichlet. Em comparacio ao pLSI, o LDA descreve um modelo capaz de classificar documentos
nao conhecidos (documentos que nio foram utilizados no treinamento), e utilizar informagdes a
priori. Por essas caracteristicas, o LDA tem influenciado uma grande quantidade de trabalhos e
se tornado a base dos modernos modelos estatisticos de aprendizado de mdquina, resultando em

uma nova classe de modelos estatisticos chamados Modelos Probabilisticos de Topicos.

O modelo LDA especifica um simples procedimento probabilistico no qual uma cole¢ao
de documentos pode ser gerada. Para criar um novo documento, inicialmente, escolhe-se uma
distribui¢do de topicos. Em seguida, para cada palavra nesse documento, escolhe-se um tépico
aleatoriamente de acordo com essa distribuicdo. A palavra € amostrada de acordo com o tépico

escolhido.

O processo inverso da geracao de documentos € descobrir a distribuicdo de tépicos que
geraram uma colecdo de documentos. Esse processo esté relacionada com a inferéncia do modelo
probabilistico. Os algoritmos para inferéncia de modelos probabilisticos de topicos sdo métodos
estatisticos que analisam as palavras do texto original para descobrir os topicos. Esses algoritmos
sa0 ndo supervisionados — os tépicos “emergem” da andlise dos textos originais (STEYVERS;
GRIFFITHS, 2007).

Neste trabalho € descrito o modelo base e referéncia para o desenvolvimento de modelos
probabilistico de tépicos, o LDA. No Capitulo 2 € descrita a formulag@o e o processo gerador do
modelo LDA. No Capitulo 3.1 sdo apresentadas as principais técnicas de inferéncia probabilistica

desse modelo: método de amostragem de Gibbs e o método de inferéncia variacional. No Capitulo
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4 ¢ apresentada a versao online do LDA. No Capitulo 5 sdo descritas formas de avaliagdo dos
modelos probabilisticos de topicos. No Capitulo 6 € realizada uma analise comparativa do LDA

com o NMF, onde sdo apontadas similaridades dessas duas técnicas. E por fim, no Capitulo 7
sao apresentadas as conclusdes deste trabalho.
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CAPITULO

LATENT DIRICHLET ALLOCATION (LDA)

Quando se discute sobre modelos probabilisticos de topicos, 0 que se encontra na
literatura como estado da arte € o modelo LDA. O LDA € um modelo probabilistico generativo
para colecdes de dados discretos como corpus de documentos (BLEI; NG; JORDAN, 2003).
Um modelo generativo é aquele que aleatoriamente gera os dados a partir das varidveis latentes.
Assim, o LDA ndo é um algoritmo com descri¢des sequenciais de instrucdes para encontrar
topicos dada uma colecdo de documentos. O LDA € um modelo probabilistico no qual € descrito
como os documentos sio gerados. Nesse modelo, as varidveis observaveis sdo os termos de cada
documento e as varidveis nao observaveis sao as distribui¢des de topicos. Os parametros das

distribui¢des de tdpicos, conhecidos como hiper-parametros, sdo dados a priori no modelo.

A distribuicdo utilizada para amostrar a distribuicao de tépicos € a distribuicdo de
Dirichlet. No processo generativo, o resultado da amostragem da Dirichlet € usado para alocar
as palavras de diferentes topicos e que preencherdo os documentos. Assim, pode-se perceber o
significado do nome Latent Dirichlet Allocation, que expressa a intencdo do modelo de alocar os

topicos latentes que sdo distribuidos obedecendo a distribui¢dao de Dirichlet.

A fun¢@o de densidade da distribui¢do de Dirichlet, denotada como Dir(z, @), € a se-

guinte:
Dir(z, o) ! ﬁ %1 2.1)
ir = —— .

onde z = (z1,...,zx) € uma varidvel K-dimensional, 0 <z <1 e Z{ilzi =1. Aqui, o =
(ay,...,ak) sdo os hiper-pardmetros da distribui¢do. A fun¢do B(a) é a fungdo Beta, na qual

pode ser expressa em termos da funcdo gama I

_ [T T'(o%)

. 22
r (25, ) 22

B(a)
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A distribuicao de Dirichlet tem algumas propriedades importantes (BISHOP, 2006), e por isso

sdo comumente usadas em estatistica Bayesiana !.

O processo gerador do LDA € um processo imagindrio e, inverso ao que € proposto em
uma tarefa computacional de extragdo de informagdes, assume-se que os topicos sdo especificados
antes que qualquer dado seja gerado. Aqui, os topicos sdo definidos como distribuicdes de
probabilidade sobre um vocabulério fixo de palavras. Enquanto que os documentos, nada mais
do que bag-of-words, surgem da escolha aleatoria das palavras pertencentes a uma distribuigdes

de topicos.

Pode-se detalhar o processo gerador do modelo LDA. Para isso, deve-se assumir que um

documento d; € criado da seguinte forma:

1. Crie as distribui¢des ¢ ~ Dir(¢y, ) para todo tépico k, como 0 < k < K.
2. Crie uma distribuigio 6; ~ Dir(6, &) para o documento d;.
3. Para cada posicao i das palavras no documento d,

a) Escolha aleatoriamente um topico z; ; ~ Multinomial (6;).

b) Escolha aleatoriamente uma palavra w;; com probabilidade p(w; |, ;).

No processo gerador, inicialmente, sdo utilizadas duas varidveis para representar as
distribui¢des. A varidvel ¢ € uma varidvel n-dimensional, onde n € o nlimero de palavras do
vocabulario. A varidvel 6 € uma variavel K-dimensional, onde o valor de K é o ndmero de
topicos. Essas varidveis descrevem distribui¢des de probabilidades, logo 37 ¢; =1, ¢; >0, e
Z,K 0; =1, 6; > 0. Essas duas varidveis sdo geradas pela distribuicao de Dirichlet (Dir) com seus

respectivos hiper-parametros 3 e Q.

Em seguida, com as distribui¢des ¢ e 6}, € gerado o documento d;. No modelo LDA um
documento € simplesmente uma bag-of-words, com ng; termos em um documento d;. Os termos
de uma bag-of-words sdo palavras do vocabuldrio, e ocasionalmente podem ocorrer repeti¢des
de uma mesma palavra. Para cada posi¢do i, das ng; posigoes de termos de uma bag-of-words, €
escolhida uma palavra da distribui¢c@o de tépicos. Para isso, deve-se escolher um tépico k dos K
topicos existentes, e associar esse topico a posi¢do i do documento d;. A varidvel z;; armazenara
o t6pico escolhido. O tépico € escolhido obedecendo a distribui¢do 6;, que informa a participagio
dos topicos no documento d; especificadamente. Em seguida, € escolhido da distribuicdo ¢ a
palavra que ird preencher a posicado i. A varidvel ¢ sdo K distribui¢cdes n-dimensionais, onde
cada distribuicdo k, ¢, corresponde a propor¢des de palavras que semanticamente descrevem o
assunto do qual o topico k trata. Assim, o termo w;; deve ser escolhido do topico z; ;, obedecendo

a distribuicdo de palavras ¢ .

' A distribui¢io de Dirichlet é a priori conjugada da distribuicio multinomial
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Uma caracteristica importante do LDA € que cada documento possui sua propria distri-
bui¢do de topicos 6;. Assim, um mesmo documento pode estar relacionado com vérios topicos
com diferentes propor¢des de relevincias. Pode-se perceber isso no modelo generativo pela
escolha do topico atribuido a varidvel z; ;, onde ocasionalmente existird a chance da escolha de

diferentes topicos segundo a distribuigdo 6;.

Todo o processo generativo pode ser representado de forma grafica por meio de uma
rede Bayesiana. Essa rede € ilustrada na Figura 1. Nessa rede, cada vértice corresponde a uma
varidvel e a aresta a relagdo de dependéncia. Na notacdo do modelo gréfico, em vez de ilustrar
cada varidvel repetidas vezes, um retangulo é usado para agrupar varidveis em um subgrafo que
se repete. O niimero de repeti¢des € rotulado na parte inferior de cada retangulo. Os itens abaixo

descrevem a notacdo utilizada na Figura 1.

e K — Numero de topicos

e n — Numero de palavras do Vocabuldrio.

e m — Numero de documentos.

e ng; - Numero de palavras em um documento d;, onde 1 < j < m.

e O — Distribui¢do de tépicos por documentos.

e ¢ — Distribui¢c@o dos tépicos sobre as palavras de todo o vocabuldrio.

e 0; — Vetor com a propor¢do dos topicos para o documento d;, onde 1 < j <m.

e ¢, — Vetor com a proporcao das palavras do vocabuldrio para o topico k, onde 1 <k < K.
e o — Priore da distribui¢do de Dirichlet, relacionada a distribuicdo documento-termo.
e [3 — Priore da distribui¢do de Dirichlet, relacionada a distribuigao tépico-palavra.

e w; — i-ésima palavra do vocabulario, onde 1 <i < n.

e w;; —palavra w; observada no documento dj,onde 1 < j<mel <i<n.

e z;; — Distribui¢do de topicos associado a palavra w;; no documento d;,onde 1 < j<me
1<i<n.

O modelo Bayesiano do LDA € um modelo hierdrquico com trés niveis (veja a Figura
1). O primeiro nivel representa a distribuicao de tépicos em toda a colecao de documentos. No
segundo nivel, tem-se a distribui¢do dos tépicos para cada documento. E o tltimo nivel, repete-se
a distribui¢cdo dos topicos internamente para as palavras em um documento. Com o dltimo nivel,

tona-se possivel representar um documento como uma mistura de tépicos.
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Figura 1 — Modelo Grifico do LDA.

¥ B AN
/| distribuigao de topicos
‘ por documentos
K v

distribuicao de topicos
para cada palavra de um documento

distribuicao de topicos
para cada palavra de todo vocabulario
Fonte: Adaptada de Blei, Ng e Jordan (2003).

Utilizando a Figura 1 para esclarecer a representacdo do modelo, percebe-se que no nivel
de toda a cole¢do de documentos estdo os hiper-pardmetros o e 3. De forma simples, sem o
formalismo matematico, pode-se dar uma interpretacdo para esses parametros. Um alto valor de
a significa que cada documento provavelmente conterd uma maior mistura de topicos. Um valor
baixo para a indica maior probabilidade dos documentos conterem mistura de poucos topicos,
fazendo uma maior concentragdo em poucos topicos. Da mesma forma, um valor alto para 8
significa que cada tépico terd alta probabilidade de conter misturas de vdrias palavras. Enquanto

que um valor baixo para 3 indica que o tépico serd formado por poucas palavras.

No nivel de todo o vocabuldrio de palavras esta a varidvel ¢, que é amostrada para cada
topico k. Cada vetor ¢, forma uma matriz ¢ de tamanho n x K, onde cada linha corresponde as
palavras do vocabuldrio e as colunas aos topicos. O valor de ¢ ; € a propor¢do do tépico k para

uma palavra w;.

No nivel dos documentos, esta a varidvel 6;, que € amostrada para cada documento da
colecdo. Pode-se interpretar essa distribuicdo de documentos por topicos como uma matriz 6 de
tamanho m x K, onde cada linha s@o os documentos e as colunas os topicos. Uma linha dessa
matriz, referenciada como 6;, corresponde a propor¢ao de topicos para um documento d; da

colecao.

No nivel das palavras estdo as varidveis z;; € w; ;, €ssas varidveis sdo amostradas para
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cada palavra w; em cada documento d;. A varidvel z;; € a atribui¢do de um t6pico k (1 <k < K)

para uma palavra w; de um documento d;.

Aqui, para dar um maior entendimento e também ja conhecendo a descri¢ao grafica do
LDA (Figura 1), vamos reescrever o processo generativo, s6 que dessa vez apresentando os
passos para a geracao de toda a cole¢do de documentos. Assim, tem-se 0 processo generativo do

LDA com os seguintes passos:

1. Amostre K multinomiais ¢ ~ Dir(¢y,3), um para cada tdpico k.
2. Amostre m multinomiais 6; ~ Dir(6;, o), um para cada documento d;.
3. Para cada documento d; da colegdo

a) Para cada palavra w; do documento d:

i. Associe um topico para z; ; amostrado da distribui¢do de Dirichlet 6;.

ii. Amostre uma palavra w; da distribuigao ¢, ..

Com base no processo generativo, e observando a relagdo de dependéncia existente entre
as variaveis do modelo, € possivel descrever a probabilidade de todas as varidveis latentes do
modelo dado as informacdes a priori (BLEI, 2011). Transcrevendo essas probabilidades, tem-se

a seguinte distribui¢do conjunta:

K M 1%
pzw,0,0la.B) =[] r(0cB) [T p(6jl0) | []r(2).il6)) p(wijlzij: 0:;.) | - (2.3)
k=1 j=1 i=1

Essa equacdo determina uma distribuicdo de probabilidade com um complexo nimero de
dependéncias. Por exemplo, a atribui¢do de topico z;; depende da distribui¢do dos tépicos por
documento 6;, e a palavra observada w;; depende da atribui¢ao do topico z;,; € da propor¢ao

dessa palavra na distribui¢do ¢;; ..

Levando em consideragdo as varidveis observadas e ndo observadas, almeja-se descobrir
as atribui¢des de topicos para os documentos e as distribuicdes de documentos por tépicos e topi-
cos por termos. Ou seja, o grande problema computacional do LDA ¢ inferir p(z,¢, 0, |w,a, ),

onde w sdo todas as palavras observadas na colecdo de documentos.

Pelo teorema de Bayes, pode-se formular a probabilidade de p(z,¢, 0, |w, o, 3) como o
célculo da a posteriori do LDA. Dessa forma, tem-se
p(z,w,¢,6]c,B)

p(w)

O numerador € a distribui¢do conjunta (Equacao 2.3) do modelo e o denominador € a probabili-

p(z,9,6(w a,pB) = : (2.4)
dade marginal dos dados observados.

Logo, o problema computacional central pode ser resolvido inferindo a probabilidade

a posteriori de todo o modelo, descrito na Equacao 2.4. Isso pode ser pensado como o inverso
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do processo generativo. Teoricamente, esse cdlculo de inferéncia pode ser feito pela soma da
distribuicdo conjunta de todos os valores possiveis atribuidos as varidveis ndo observadas (todas
as palavras da colecdo). Entretanto, o nimero de atribui¢des possiveis € exponencialmente
grande, fazendo esse cdlculo intratdvel computacionalmente (BLEI, 2011). Apesar disso, existem
varios métodos para aproximar a distribui¢do a posteriori. Entre os métodos mais utilizados
na literatura para inferéncia do modelo LDA estido o Gibbs Sampling (Amostrador de Gibbs)
(GRIFFITHS; STEYVERS, 2004) e Variational Inference (Inferéncia Variacional) (BLEI; NG;
JORDAN, 2003).

No préximo capitulo sdo discutidos os métodos de inferéncia. Inicialmente, € descrito
o Amostrador de Gibbs e como aplicd-lo no caso do LDA. Em seguida é descrito o método de

inferéncia variacional e sua aplicagdo no LDA.
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CAPITULO

METODOS DE INFERENCIA PARA LDA

Como descrito no capitulo anterior, o LDA trata os dados como observacdes que surgiram
de um processo generativo que inclui varidveis ocultas. Para os documentos, essas varidveis
ocultas sdo as estruturas tematicas da cole¢do. O problema computacional definido pelo LDA
estd na inferéncia dessas estruturas temdticas, nas quais correspondem as distribuicoes de

probabilidades relacionadas as relacdes documentos-tpicos e topicos-palavras.

Neste capitulo sdo descritos os algoritmos de inferéncia do modelo LDA para a descoberta
das varidveis ocultas do modelo. Sao descritos os métodos de inferéncia de Gibbs e o de inferéncia
variacional. Para ambos métodos sao realizadas as derivagdes completas do modelo LDA e a
descri¢do dos algoritmos. As derivagdes detalhadas sdo tteis para alunos que queiram explorar e
expandir os modelos probabilisticos de topicos, pois essas derivacdes podem servir de base para
as derivacdes de modelos mais especificos ou personalizados. Um leitor que esteja interessado
apenas na descri¢ao dos algoritmos e na parte computacional, sugerimos que atentem apenas nas
secoes relativas ao algoritmo de inferéncia e ignorem detalhes das derivagdes devido ao rigoroso

embasamento matematico.

3.1 Inferéncia do LDA via Amostrador de Gibbs

Entre os métodos de inferéncia, o Amostrador de Gibbs € o mais popular principalmente
pela facilidade de implementagdo e sua aplicacao em diversos problemas (GEMAN; GEMAN,
1984). O amostrador de Gibbs € um caso especial da simulacdo de Monte Carlo em Cadeia
de Markov. Métodos de Monte Carlo em Cadeia de Markov podem emular distribui¢des de
probabilidades com alta dimensionalidade por meio do comportamento estaciondrio da cadeia de
Markov.

O processo realizado pelo amostrador de Gibbs se baseia na amostragem de cada di-

mensao alternadamente, uma de cada vez, condicionada ao valor de todas as outras dimensoes.
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Suponha que ha uma varidvel K-dimensional ndo observada, z = {zj,...,zx }, onde z; corres-
ponde ao valor da i-ésima dimenséo do vetor z € z—; = {z1,22,---,2i—1,Zi+1,-- -, 2K }» SUponha
também a evidéncia dada pela varidvel observada, w. Nesse exemplo, a distribuicdo a ser infe-
rida é p(z|w). Assim, em vez de fazer amostras em toda a distribuicdo z para inferir p(z|w), o
amostrador de Gibbs faz escolhas separadas para cada dimensao i de z, onde a amostragem de z;

depende das outras dimensdes em z_; amostradas até o momento.

Com a intensdo de descobrir p(z|w), pode-se apresentar um algoritmo simples des-
crevendo o processo realizado pelo amostrado de Gibbs. Esse algoritmo estd sumarizado no

Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Amostrador de Gibbs
Entrada : nimero de iteragdes 7', varidvel ndo observada z, varidvel observada w.

1 inicio

2 | 0 L0 D)

3 para t = 1to T faca

4 parai=1to K faca

5 t ZE’“) ~ P(zi|z§t+1), ... ,zgtjl),zgl,...,z%),w) ;
6 retorne estimativa de p(z|w) ;

No Algoritmo 1, a varidvel ndo observada no instante inicial, z(o), pode ser iniciada
aleatoriamente. Em seguida, € realizado o processo de itera¢do onde € amostrado cada dimensao
de z em relacdo a todas as outras dimensdes amostradas até entdo. Esse processo € realizado T

vezes, tendo no final desse processo a estimativa de p(z|w).

O amostrador de Gibbs gera uma cadeia de Markov de amostras. Com base nisso, é
possivel demonstrar convergéncia do algoritmo. Aqui, ndo serdo apresentadas as demonstracoes
de que o algoritmo alcanca um estado estaciondrio de transi¢des na cadeia de Markov, mas essas

demonstra¢des podem ser encontradas no trabalho de Russell e Norvig (2003).

3.1.1 |Integrando o LDA para o Amostrador de Gibbs

No caso do LDA, o amostrador de Gibbs deve fazer amostragem de trés varidveis ocultas,
Z, 0 e ¢. Para simplificar, o método de Gibbs aplicado no LDA € colapsado de forma a amostrar

apenas a varidvel z, e a partir de z encontrar os valores das varidveis 0 e ¢.

O processo de amostragem € realizado por meio de estatisticas obtidas pela contagem
das atribui¢des de palavras para os tépicos e topicos para documentos feitas apos amostragem.

Para manter essas estatisticas, serdo introduzidas as seguintes varidveis contadoras:

e c; ;i corresponde ao nimero de vezes que um termo w; € atribuida ao topico k no docu-

mento d ;,
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® Cj . € onumero de termos no documento d; atribuidas ao topico k,
® c. ;i € 0 numero de vezes que o termo w; € atribuida ao tépico k em todos os documento,

® . .k € o numero de termos atribuidos ao tépico k considerando toda a cole¢@o de docu-

mentos.

O amostrador colapsado de Gibbs computa a probabilidade do t6pico z, j, ser atribuido
para a posicao do termo w; no documento d,, dada as atribui¢des realizadas anteriormente para

as outras posi¢oes no documento dj,, denotada como z_(, ),

p(za,b|zf(a,b)7w7a7ﬁ) (31)
Pela definicdo de probabilidade condicional, tem-se

_ p(Za,baz—(a,b)7W|a>ﬁ)

(3.2)
p(Z—(a,b)awlavﬁ)
Removendo o denominador, que ndo depende de z, 5, € unindo z, 5 € 2_ (4 ) €M z,
< P(2abr2—(ap), Wt B) = p(z,wla, B). (3.3)

Usando a regra da probabilidade total, integrando a distribui¢do de documentos por topicos 0, e

a distribuicdo de topicos por palavras ¢,

z//p<9,¢,z,wla,ﬁ>d9d¢. (3.4)

Expandindo a integral dada pela propriedade da distribui¢do conjunta do LDA (Equagao 2.3),

~ [ pele)p(elarae x [ p(wlo.2)p(gIB)do. (33)

e entdo expandindo os termos,

m K m "d;
— [ T1pGi16)p(6ilarde x [ TTp(odB) T p0wsilgs,do (3.6)
j=1 k=1

j=1li=1

3

m K m
=11 / p(z;167)p(6510)d6; < ] | / P(9IB) H p (Wil 21 ), (3.7)
j=1 k=1

\A
N

Desde que essas probabilidades obedecam a distribui¢do de Dirichlet, elas podem ser substituidas

pela férmula usual (Equacdo 2.1),

ng.

XK o) &£ I
/ k= 1 He‘j‘ T16;-,.46;
e ) =i i=1
ng

(71[31)”;;1'” ' . N
[, T (BZ)II_—[I(Z)I’ ngjﬁhwﬂ Px (3.8)



22 Capitulo 3. Métodos de inferéncia para LDA

axb = x4*b_ pode-se substituir o produto interno das distribuicdes 6 e ¢,

Zk lak O(k 1 Cjxk
/H H He 46

Zl 1Bl H¢ﬁ1 1H¢kc7*l~,’-kd¢k 3.9

l 1
TR gt )

Em seguida, multiplicar por uma constante formada por duas fra¢des inversas e com valor igual

Lembrando que x“x

n

¢>BZC e, (3.10)
l

aum,

1y D o) TS Dok 00) DT €jone + %) ﬁ Gickej a1
o1 Tlee Do) TSRy e +05) I TS D(ejng + 04) i

7 D Ao T 1 Llewix+B) (Z? 1 G0kt Br) Bicaii— 1y
Xkl;llz?l (ﬁl) ( C*,l,k+ﬁ1) F(C*lk+ﬁl H¢

O valor formado pelas integrais correspondem a densidade de uma distribuicdo de Dirichlet,

(3.11)

consequentemente elas tem valor igual a 1 e podem ser removidas,

_ ﬁ T(XX o) TIE  T(cjan + o) " KDY B) T T(cwin+ Br)
it T Do) TSR e+ o) gt L DB DX/ e+ Br)

Removendo as fungdes I" que dependem apenas dos hiper-pardmetros (constantes) o e f3, terd a

(3.12)

seguinte proporcionalidade

Hk 1 ( *k+ak) K HY:1F(C*,1,k+ﬁl)
,I:[1 (XA cjuk+ 0) - I:[ DX cork+Br)

Em seguida, serd separado esse produto evidenciando a posi¢do b no documento d,,,

(3.13)

HHk 1 D(cjp+ o) Hk 1 Dlcasx+ o)
j#a D(Ef ¢k + ock) (XA Capge + O)

. IISI [Tien,, T(crin+Br) X TCun, k) |
k=1 C(X/s Corr+Br)

Removendo os termos da equagdo que ndo dependam da posigdo (a,b),
o< Hllc(:l F(Ca>*>k + ak) X 5 F(C*’Wa,bvk +ﬁwa,b)

D(Xf Canpt ) ot DRI  coape+Br)
_(avb)

(3.14)

(3.15)

Seja ¢ o valor das contagens feitas como o contador ¢, mas desconsiderando a contagem da

a,b)

posigdes (a,b). Note que para contagens que ndo inclui o documento a, o valor de clab) = ¢ e

para as contagens na posi¢ao b do documento a, € incrementado 1 mais o valor ja contado em
ca,b

K., D, + o) x Tl + e, +1)

(1 + Zk=1 ca,*,;c )

-+ Olk)
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X ﬁ F( *Wabk Bwab) % F(C* ‘(’Vab7zab+BWab+1) (3 16)
k#2a) (lelc*,l,k+ﬁ1) (1+Zl 1 *lZ b+B)

Desde que x € inteiro tem-se que I'(x+ 1) = x x I'(x), assim expande-se os termos dependentes
da posicao (a,b),
—(a,b
0, Tle )+ o) X Teainy +0t,,) X (cali, + 0%,)
( +Zk:1ca,*l’c ) + 0 )

(a
% ﬁ F( *Wah,k+ﬁwab) F(C*Evabzab+ﬁwab) (C*‘(’Vahvzah—i_ﬁwub) (3.17)

k#Zap (- lc*lk+ﬁl) LY, *zzb+ﬁ)><21 1 *lzab+ﬁ
Unindo os produtos de k #z4p €k =24p,

—(ab
Hk 1 Dle, a*k )‘l‘ak) (Caﬁ(’fza,z)—i_aza,b)

rl+ye 1C;>(.<1’<)+O‘k)

(a

(a
X ﬁ *Wabvk+ﬁwab) % (e, W“b’zab+ﬁwab) (3.18)
k=1 Zl lc*7l’k+ﬁl) ? 1 *lz b+ﬁ

Os produtdrios indexados por topicos resultam em valores constantes, logo podem ser removidos,

_(a7b) (
o (Ca,*,zmh + aZab) x (C* Wa, vaab +ﬁwab> (3.19)

Zfl 1 *lz ;,+Bl

E por fim, pode-se simplificar o denominador de forma que Zl 1€, Ei bz ; ia,’(b),
a,b
@Ad+%g<umawmw 320,
* * k + Z =1 ﬁl
Assim, chega-se na equagdo de amostragem via algoritmo de Gibbs para o modelo LDA:
—(a,b) —(ab
Ca.x + X (Cy +
Pcat = ey .00 ) o 0 Z‘g"> (s ) (3.21)
*,*,k + Z =1 ﬁl

Uma vez estimado z, € possivel encontrar os valores para as distribui¢cdes 6 e ¢, as
respectivas distribuicdo de documentos por tépicos e topicos por palavras. Elas podem ser

obtidas pelo cdlculo

Cixf+ O
0= -L12—= 3.22
Jik (ndj—l-mOCk) ( )
C*W‘k+Bk
Y (1 LA N 3.23
(Pk,l ( (C*,*,k + nﬁk) ) ( )

Esses valores correspondem a estatisticas obtidas durante a amostragem e sao normalizados

levando-se em conta a relacao de proporcionalidade.

Com base nas propor¢des e equagdes 3.21, 3.22 e 3.23 € apresentada na proxima se¢ao o

algoritmo completo para a mostragem.
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3.1.2 Algoritmo de inferéncia via amostrador de Gibbs

O procedimento de amostragem do algoritmo de Gibbs para o LDA pode ser executado
usando a Equacao 3.21 para a amostragem. O algoritmo é descrito no Algoritmo 3. Ele utiliza
apenas quatro grandes estrutura de dados: o contador c; . x que € uma matriz de dimenséo m x K,
onde mantém o contador do documento d; para um topico k; o contador ¢, ; x que € uma matriz
de dimensao k x n, onde mantém o contador do tépico k atribuido a uma palavra w;; o contador
Cs xk que € um vetor K-dimensional, onde mantém a quantidade de atribui¢des a um topico k; e
as atribui¢des z, que € uma matriz m X n onde mantém a atribui¢do de um documento d; para
cada termo w;. Com isso, o algoritmo executard em dois procedimentos, inicializag@o (Algoritmo

2) e amostragem (Algoritmo 3).

Algoritmo 2: Inicializacdo do Amostrador de Gibbs para LDA

Entrada : nimero de tdpicos K, colecao de documentos

inicio

todas as varidveis contadoras c; s k, Cs i k> Cx x k S0 iniciados com zero ;

para documento dj com j € [1,m] faca

para palavra w; com i € [1,n;] no documento d; faca
amostre o indice do topico z;; - Mult(;) para palavra w;; ;
incremente o contador de documento por tpico: ¢j s z;; ++;
incremente o contador de topico por palavra: ¢ i z;; ++;
incremente a soma de palavras do topico amostrado: ¢z, ; + +;

L N A N AR W N

A amostragem envolve o cdlculo das estatisticas obtidas pelos contadores. Note que
na inicializacdo os contadores sao incrementados com topicos atribuidos aleatoriamente. Em
seguida, para atribuir um tépicos para a varidvel z; ;, € necessério decrementar a contagem ja
atribuida ao termo na posi¢do i do documento d;, fazer uma nova amostragem (via Equacao
3.21), e atualizar os contadores. O novo topico € atribuido para a varidvel z;; e, em seguida, sdo
utilizadas para encontras as distribuicdes 0 e ¢ (via equacdes 3.22 e 3.23). Veja o Algoritmo 3

para o procedimento completo de amostragem de Gibbs para o LDA.

A convergéncia desse algoritmo € alcangada quando nao existe altera¢des na distribuicao

conjunta do modelo (Equacdo 2.3). Em termos préticos, € definido um nimero 7" de iteragdes.

3.2 Inferéncia do LDA via método variacional

Nessa secdo € apresentado o algoritmo de inferéncia variacional para o LDA. Esse
algoritmo tem uma abordagem diferente do amostrador de Gibbs. O método variacional ndo se
baseia em amostragem, em vez disso, ele transforma o processo de inferéncia da distribuicio a

posteriori do LDA em um problema de otimizacao.
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Algoritmo 3: Amostrador de Gibbs para o LDA

Entrada : nimero de tépicos K, colecido de documentos, hiper-parimetros ¢ e 3, nimero
de iteragoes T

1 inicio
2 Inicializa os contadores — Algoritmo 2 ;
3 enquanto ndo terminar o niimero de iteracoes T faca
4 para documento dj com j € [1,m] faca
5 para palavra w; com i € [1,n;] no documento d; faca
6 Cjwzji = > Cxjizj; = 7o Cxpxzji ™ 7 5
7 para rdpico k com k € [1,K]| faga
(a0 X By
8 pzji=k-) = ——am
Conk TLI=1 By
9 topico = amostre de p(z|) ;
10 Zj,i = topico ;
1 B Cjxzji ++, Cuizj ++, Co,x,2j ++;
12 Atualize o conjunto de parametros 6 e ¢ de acordo com as equacdes (3.22) e (3.23) ;

Antes de especificar o método variacional para o LDA, € apresentada a no¢ao bésica do
método. Para isso, € utilizada uma notagdo genérica, considerando um modelo onde as varidveis
latentes ndo observadas é denotado por z, € o conjunto de todas as varidveis observaveis e o
conhecimento a priori é denotado por w. A probabilidade conjunta desse modelo é p(w,z). Aqui,
o0 objetivo é encontrar uma solugdo para a distribui¢do a posteriori p(z|w), ou seja, descobrir
o conhecimento oculto representado pela varidvel ndo observada z dada a observacdo em w.
Nessa secdo, € introduzido o método variacional (Variational Bayes Inference) para inferéncia

da distribui¢do a posteriori p(z|w).

Supde-se que o cdlculo da distribuicdo p(z|w) seja intratdvel. Assim, no método varia-
cional, uma solugdo aproximada para p(z|w) é alcangada por meio de uma outra distribui¢do
q(z). Essa distribui¢@o ¢(z) é definida por uma familia de distribui¢do mais “facil” de calcular do
que p(z|w). Dessa forma, inicialmente, é necessario definir uma familia de distribui¢oes que se
aproxime da a posteriori. A relagdo de proximidade entre a distribui¢do a posteriori p(z|w) e a
distribuigdo variacional ¢(z) é medida pela divergéncia de Kullback-Leibler (KL) (KULLBACK;
LEIBLER, 1951) (veja a Defini¢ao 1). Quanto menor a divergéncia KL entre as distribui¢cdes
q e a distribuicao real p melhor serd a aproximacgao. L.ogo, o método variacional transforma o
problema de inferéncia em um problema de otimizagdo onde o objetivo € minimizar KL(g||p)
(BISHOP, 2006).

Definicao 1 (Divergéncia KL). Para duas distribui¢cdes continuas p e ¢, a divergéncia de Kullback-
Leibler, ou divergéncia KL, é calculada da seguinte forma:
p(x)

KL(p|lg) = / pw)iogld (3.24)



26 Capitulo 3. Métodos de inferéncia para LDA

onde x € uma variavel aleatdria continua.

Assim como no cdlculo da posteriori, minimizar diretamente a divergéncia KL(g||p) é
intratdvel. Porém, € possivel limitar a distribuicdo marginal do modelo em func¢@o apenas da
distribui¢@o variacional. Existe uma relac@o entre as distribui¢des real p e a variacional g com o
logaritmo da probabilidade marginal do modelo. Para alcangar essa relagdo, serd estendido o

logaritmo da probabilidade marginal do modelo da seguinte forma:

log p(x) =log [ p(x,z)dz

> Ey[p(x.2)] — Egla(2)]. (3.25)

O ultimo passo utiliza a desigualdade de Jensen (NEEDHAM, 1993) para encontrar um limite

inferior para o logaritmo da probabilidade marginal do modelo.

Pela Desigualdade (3.25), tem se que log p(x) é no minimo E, [p(x,z)] — E;[¢(z)]. Essa

expressao, chamada de Evidence Lower Bound (ELBO) .Z, sera denotada como
L 2E,[p(x,2)] —Eqla(2)]. (3.26)

Agora, qual a relacdo do ELBO com a minimiza¢do da divergéncia KL? Para encontrar essa

relagdo, basta calcular a diferenca

Eq[p(x,2)] = Eq[g(z)] —log p(x)

/ / q(z)q(z) —log p(x)
/ Yogp(x,z) — /q )logq(z) /ZC](Z) log p(x)
/ p}g)&;) / q(z)logq(z)
/ Ylogp(Z|X) / q(z)logq(z)
o

= (froreiss)

= —KL(ql|p) (3.27)

Relembrando que o principal objetivo é minimizar a divergéncia de Kullback-Leibler, de
forma que a distribui¢do ¢(z) se aproxime de p(z|x). Com isso, pela Desigualdade (3.25) tem-se

que log p(x) é no maximo E, [p(x,z)] — E;[q(z)]. Ja na Equagdo (3.27) tem-se a expressdo para a
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divergéncia KL. Por essas duas equacdes, nota-se que para minimizar a divergéncia de Kullback-
Leibler ¢ preciso maximizar E, [p(x,z)] — E,[g(z)]. Assim, foi transformado o problema de
inferéncia em um problema de otimizacao onde o objetivo é maximizar a Desigualdade 3.25. A
Desigualdade 3.25 € o ponto principal no método de inferéncia variacional, pois todo o processo

computacional desse método se baseia em otimizar o ELBO, aqui denotado como ..

3.2.1 Integrando o LDA para o método de inferéncia variacional

Para utilizar o método de inferéncia variacional no LDA, inicialmente, € necessario
definir uma distribuicdo ¢, tal que essa distribuicdo se aproxime da distribuicao a posteriori
original do LDA. Veja a Figura 1 para a descricdo grafica do LDA e a Equacdo 2.4 com a
descricao da distribuicdo a posteriori. A distribuicao do LDA p € denotada nesse texto como
a distribuigdo “original”, e a distribui¢do g é chamada de distribuicdo variacional. Um modo
simples de se obter a familia de distribui¢do variacional g é considerar simples modificacdes na
distribuicdo original. Removendo as arestas que ligam as varidveis 0, ¢, z e w, obtém um modelo
simplificado sem a relacdo de dependéncia entre essas varidveis. Com as varidveis independentes,
o nimero de combinagdes de valores atribuidos a elas se tornam computacionalmente viaveis.
Cada variavel da distribui¢do variacional, aqui denotada como varidveis variacionais, terdo suas
correspondentes na distribui¢ao original. Na Figura 2 estd o modelo grafico da distribuicao g,
com suas varidveis variacionais e suas correspondentes originais. A atribui¢io dos topicos z;;
tem como distribui¢do variacional ¢(z;;|@;;) = Mult(¢; ;). Note que cada palavra observada
w; terd uma distribui¢do variacional sobre os tépicos, isso permite que diferentes palavras
sejam associadas para diferentes topicos. A distribui¢do dos documentos por t6picos, 6;, tem
sua distribuicdo variacional gerada por uma distribui¢do de Dirichlet ¢(6;) = Dir(y;, &), onde
Y; € um vetor K-dimensional. Existem diferentes distribui¢des de Dirichlet variacionais para
cada documento, permitindo que diferentes documentos sejam atribuidos a diferentes topicos
com diferentes propor¢des. Por fim, tem-se a distribuicao de tépicos por termos, ¢, que tem
distribuigdo variacional para cada tépicos g(¢) = Dir(A, B), onde A é um vetor n-dimensional
com valores gerados pela distribuicdo de Dirichlet. Com base nessas simplificagdes, a familia de

distribui¢des g € caracterizada pela seguinte distribuicao

q(0,z,9) =

K
k=

m ndj
a(ol ) TT{ a0ilv) [ Taziil o) | » (3.28)
1 j=1 i=1
onde ¢, Y e A sdo as distribui¢ces variacionais.
O método variacional transforma o problema de inferéncia do LDA em um problema de

otimizacao, onde o objetivo é

(A% 7, 07) = irgminKL(Q(G,z,¢)|Ip(9,z,¢Iw,a,ﬁ)), (3.29)
*7/)/*7(P*

onde A*, ¥* e @* sdo os valores 6timos.
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Figura 2 — Distribuicdo variacional aproximada para o modelo LDA.

O—0O |O=0 || O—0O
i (9]' P, S ¢k )‘k:
m K

Fonte: Adaptada de Blei, Ng e Jordan (2003).

Otimizar a Equacgdo 3.29 diretamente € invidvel, mas como foi discutido na Sec¢do 3.2,
pode-se otimizar essa equagdo por meio do ELBO. Para encontrar o ELBO .Z, o logaritmo da
probabilidade marginal do modelo € estendido. Para isso, € descrito a Desigualdade (3.25) em

relacdo a probabilidade marginal do LDA da seguinte forma:
log p(vla ) =log | ¥p(6.0, wl0: )46

¢ZW\06B)( 9,2)
log/z 0.6.2) do

> /qu,¢,z>logp(e,¢,z,wra,ﬁ)de—/Zq<9,¢,z>1ogq<e,¢,z>d6
VA VA

= Eq[lng(O,(]),Z,Wla,ﬁ)] _Eq[logq(97¢az)]
2 2(y,0,Ala,B) (3.30)

Como foi discutido na Secao 3.2, maximizar o ELBO € igual a minimizar a divergéncia
KL entre a distribuicao real do LDA e a distribui¢do variacional (Veja a Equacgdo (3.27)). Os va-
lores encontrados para os pardmetros variacionais ¥, ¢ e A pela minimizacdo de .Z(y, @, A|a,B)
sdo aproximagdes para os pardmetros da distribuicdo p(0,,z|w, a, B). Entdo, o que é feito no

método variacional é maximizar o ELBO — Z(v,¢,A|a, ).

As préximas subsecoes descrevem a expansdo do ELBO (.¢) segundo o modelo LDA
(como descrito na Se¢do 2), e o procedimento de maximizacao do ELBO utilizando a técnica de

gradiente descendente. Por fim, € descrito o algoritmo de inferéncia variacional.

3.2.2 Expandindo o ELBO

Relembrando alguns conceitos importantes para auxiliar na expansao do ELBO. Pri-
meiro, resolvendo E,[log p(6|a)], onde a notagdo E,[-] corresponde a esperanga em relagio a

distribui¢do variacional g, e pela definicao da distribui¢do de Dirichlet (Equacdo 2.1),

L ) &5 o 1
Ola) = ——""——= 0, (3.31)
p(8la) [ |sz1 (o) iy ¢



3.2. Inferéncia do LDA via método variacional 29

Aplicando o logaritmo em p(0|c),

K
logp(6]or) =Y (04— 1)log 6 +1og (Y o) — Y log (). (3.32)
k k k

Agora, calculando a esperanca em relagdo a distribuicao g,

Egllogp(0]a)] =Y (o — 1)Eq[log 6] +1og (Y ox) — ¥ log (o). (3.33)
k k k

A expressao E[log 8] corresponde a esperanga do logaritmo da distribui¢do 6 e é calculada como

Ellog6y] =¥ () - ¥ <Z yj) : (3.34)
J

onde W(+) é a fungdo digama, e ¥; sdo os pardmetros variacionais da distribui¢do g correspondente
a distribuicdo original 6 (BLEI; NG; JORDAN, 2003).

Com isso, o que € feito agora € reescrever o ELBO. Pela Equacdo 3.30, tem-se a defini¢ao
do ELBO

Z(v.9,A| o, B) = Egllog p(6,0,z,w|a, B)] — Eyllogq(6,9,2)] (3.35)

Com base na probabilidade conjunta do LDA, descrita na Equacao (2.3), pode-se rees-

crever a Equacdo (3.35) da seguinte forma:

Z(1,9,A|a, B) =Eq[log p(9|B)] (3.36)
+E,[logp(0|a)] (3.37)
+ Eq[log p(2[6)] (3.38)
+E,[logp(w|z,9)] (3.39)
—Eq[logq(G, ,2)] (3.40)

O que ser4 feito agora é estender cada um dos termos de .2 (¥, @, 4|, B). Iniciando com
o Termo 3.36:

K
Eqllogp(¢|B)] = E4[ Y log p(¢x|B)]
k=1

i <zn: Bi — 1) log ¢y ; +logI'( Z Zlogl“ (B) )]
k=1 -

=1 i=1

n

log I'( Z i) — ilogr(ﬁi> + zn:(ﬁz —1)E, [log ‘Pk,i)]
i=1

i=1

(
<1ogr2 B~ ¥ toer(B) + Y. (5~ 1) (0 - Zm)>

I I
= M=
3 II

T
[N
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Da mesma forma, para o Termo 3.37 tem-se:

E,flog p(6]t)] = E, [}, (1og p(6y[c0)]

m [ K K K
=E, Z (Z(ak—l)logejk-i-logl" Za, Z logT'( oy )]
j=1 \k=1 i=1 k=
m K K K
= Z <logF(Z o) — Z IOgF(OCl'> + Z(Otk— I)Eq [lOg 9]‘7](})
j=1 k=1 k=1 k=1
m K K K
£ (er E e~ Ewerias Eo (wos0-¥En0)
=1 =1 k=1 k=1 k

Para expandir o Termo 3.38, é necessdrio escrever p(z|0) da seguinte forma:

p(z|0) an zj,i6a)
m "d; N
~TilTe:-
j n

O vetor z;; contém a distribui¢do de topicos atribuidos a palavra w; no documento d;. Quando
atribuido a um tdpico k, o valor de z; ; x = 1, caso contririo, z;; x = 0. Logo, para o Termo 3.39,

tem-se

K m ndj B
E, llog p(2]0)] = E, Zzzlogf’ff?’k]
k J

Il
S
»MN

~M
N'M&
<
=
=)
(0)°]
}QD
=~

_ Y Eq[zj4] Eq [log 6;4]
J
. Y @ik ( (Vi) — Z%k ) (3.41)

Para expandir o Termo 3.39, é necessdrio escrever p(w|z,¢) da seguinte forma:

K m "dj

p(wlz, ) HHHP Wl‘zjlk7¢k
k j i
d;

K mn Z .
:I;[H k]mlz,
J

i
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logo,

E,llogp(w|z,9)] = E,

K m ndj .
zzzlogﬁka;f]

=~

: ZEq [2)..k] Eq (108 9k v,

"d
Z‘Pmk ( (Ak,i) — Z)vkl )
No Termo 3.40, tem-se o correspondente da distribui¢do variacional (Equacgdo 3.28)

K m
“Efa(0.0.9) =~ [ [ Val6i.003)1084(6;, 00,00

= /k 9(0) og q(9)d9 — / 0;)logq(8;)0 — ¥ q(2)loga (2

Note que essa equagdo corresponde a entropia das distribui¢des variacionais ¢(0), ¢(¢) e ¢(z).
Sabendo disso, basta substituir pela férmula da entropias das distribui¢des de Dirichlet 0 e ¢,
e distribuicdo Muntinomial z com parametros variacionais. Aplicando a definicdo de entropia
(veja a Definicdo no trabalho de Frigg e Werndl (2011)) tem-se

m K
—Eq[q(97¢72)]=—/j:1 (6;)logq(6;)d6 — Zq )logq(z) /kzlqwk)logq(%)w

£ (-(Lon- (”k wE o))

K
—logI'( Z Yjk)+ Z logI"(7; )
k=1 k=1

Ms

nd; g
_Z Z qulkloqujlk)

;lk( (Z{ /mk,—1< (Aei) — Z/lk,,))

—log'(} Aei)+ Y, 10gr(7tk,i)>
/ =

i=1

Ma

Com as extensdes detalhadas de todos os itens, tem-se a formulagdo expandida do ELBO

K

2(7.0.4la.p) 2<logri )= Ltoe () + ¥ (61 (20 - 2@))

k=1 i=1

+Y <logf(§a ZlogF %) +f (0 —1) ( -,k)—‘P<an>>)
J= k=1 k=1 m

j=1 k=1

K mndj
+zzz¢,lk( () )
k j i
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ng.

m %
ZZ J,l,k( A’kl Z)Lkv )
Jjoi

§ (fm (i)

K
— log Z ZlogF Yik)

+

;
£

S
\Q.

Q;iklog ‘Pj,i,k)

(i o) ( )~ zm))

—logI'(} M) + logF(lkJ)) (3.42)
i=1

i=1

o 1
— IMw

T

3.2.3 Otimizando o ELBO

Como discutido na Se¢do anterior, o objetivo do algoritmo de inferéncia variacional
€ encontrar os valores dos parametros variacionais resolvendo o problema de otimiza¢do na
Equacdo 3.29. A especificacio detalhada do ELBO serve para definir a equacao a ser otimizada.

Assim, deve-se maximizar a Equagdo (3.42) em rela¢@o a cada parAmetro variacional: v, ¢ e A

7z

Primeiro, para maximizar a Equagdo (3.42) em relag@o a @y, x, definida como %, , ., €
necessdrio incluir a restricao ZkK Q4. x = 1. Essa restri¢do € imposta na equagao incorporando o

multiplicador de Lagrande p; ;, tal que

K m "dj K
.%—zzzgo,,,,k(( () <zyj,l>>

l

K
( (A,i) — Zlkr ) —log <Pj,i,k> +pji (Z @il — 1)
7

Note que £ é o ELBO com apenas os termos dependentes de ¢.

Para determinar o gradiente de 92”(,), deve-se calcular a derivada de cf(pj "

d%p. .
To . Bk <( (Yjk) — Z%r ) ( (Ai) — Zkkl ) _log(pﬁ’?")
Pjik

—L+pji

Colocando %, igual a zero e isolando @; ; x, tem-se

(Pj,i,kzexp< (Y]k Z'}/]r +‘P(A«kl Z)»kl —1—{—p]l>
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Nao € necessario computar p; ; € p(yk Yj.r), pois eles sdo os mesmos para todo k. Assim,
@ik < exp (‘P(?’j, )+ (M) — Z)vkz > (3.43)
Em seguida, para maximizar a Equacdo (3.42) em relac@o a ¥, define-se %, como
m K
Ly=3 ) (0—=1) | P(ya) - Z}’,r
K
' Y ik | P(vix) ZYJ

K
a Z((yf?k_U( (Fja) = Z%r)
j=lk=1
K K
Y rio+Y logrwj,k))

k=1 k=1

Derivando ,S,”nk,

4. Y
: Y (Yx) Z%r oa—1+Y 0jix—(vjia—1)
d%k i=1

Colocando %y, igual a zero e isolando 7 x, tem-se
j
Yike=0+Y 0jix (3.44)
i=1

E por fim, maximizar a Equagao (3.42) em relagdo a A

(Bi— )( (Aei) — Zlm)
'(Pj,z}k( (Aki) — Zlkl)

(lk,i—1)< (Ak,i) — ZMZ))

)+ Y 1ogr<zk,i>>

i=1

S
I

M=

=

~
Il
_
<
I
_

_|_
=
™=
g

T
I
~
I
-
I
I

|
T
N

—
TP

M=

|
—

o

a3
=

(

N
I
—_

Derivando %),

diﬁi n
d?Lk: = (‘P/ (Ak,i) — Z)Lkl ) ( Z]

]:

WM\_

Lwj =wi)Qjix— (Aki— 1))
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Colocando .7, . igual a zero e isolando A ;, tem-se

S
~

d

m
Akj = ﬁk + Z 1(Wj7l = Wl'>, @ik (3.45)
j=1i=1

onde a expressdo 1(w;; = w;) é igual a 1 caso o termo na posi¢do / no documento d; for igual a

palavra w;, e 0 caso contrdrio.

Por fim, chegou-se nas operagdes de atualizacdo do algoritmo — equagdes 3.45, 3.44 e

3.43. Na proxima secdo serd descrito o algoritmo de inferéncia variacional.

3.2.4 Algoritmo de inferéncia variacional

O método de inferéncia variacional transforma o problem de inferéncia probabilistica
em um problema de otimizacdo. Esse problema de otimizag¢do pode ser resolvido iterando
em direcdo do gradiente da funcdo objetiva estabelecida por £ (v, ¢, A|a, ). Derivando o
ELBO .Z(7,¢,A|a, B), sdo obtidas as atualizagdes referentes as equacgdes 3.45, 3.44 e 3.43 que
aproximam o valor da verossimilhanga do modelo, p(w|a, B). A descrigéo desse método estd no

Algoritmo 4.

Algoritmo 4: Algoritmo de inferéncia variacional para o LDA

Entrada : nimero de tépicos K, cole¢io de documentos, hiper-parimetros ¢ e 3, nimero
de iteragoes T

1 inicio
2 Inicia y; = a + ¢ para todo documento d; ;
3 Inicia aleatoriamente A; = Dir(f3) para toda palavra w; do vocabuldrio ;
4 logverossimilhanca =0 ;
5 enquanto [ogverossimilhanca ndo convergiu faca
6 para documento dj com j € [1,m] faca
7 repita
8 para palavra w; com i € [1,n4,] no documento d; faga
9 para tdpico k € [1,K] faca
10 | @ik =exp (P + (i — P M) s
11 | Normaliza o vetor ¢;; para somar 1 ;
12 para tdpico k € [1,K] faga
ng.
13 L Yk =0+ @ik
14 | até convergéncia do vetor yj;
15 para palavra w; com j € [1,n] faca
16 para tdpico k € [1,K] faga
ng.
17 t Oei = B+ X7 Xy Lwjo = wi) @)1 5
18 Normalize o vetor ¢ para somar 1 ;
19 | logverossimilhanca = logverossimilhanca+ £ (y, ¢, A|a,B) ;
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Algumas consideracdes devem ser feitas sobre o Algoritmo 4. Primeiro, a versdo aqui
apresentada nao descreve como encontrar os hiperpardmetros a e f3, € assumido que eles sdo
simétricos € dado como entrada. O hiperparametro é simétrico quando € um valor constante
para todas as componentes da distribui¢do. Em termos praticos, encontra-se na literatura valores
padrdes de alpha = 50/K e B = 0.01 (STEYVERS; GRIFFITHS, 2007; WEI; CROFT, 2006),

sendo esses valores sugerido para a maioria das aplicacdes.
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CAPITULO

INFERENCIA ONLINE PARA O LDA

Com o aumento da quantidade de novos dados no formato textual constantemente
publicados, a qualidade dos métodos de mineragdo de texto podem ser prejudicadas. Quando se
trata de noticias, ou documentos textuais disponiveis na Internet, as aplica¢cdes devem considerar
documentos sobre o fluxo de textos que, em geral, sdo formados por grandes cole¢cdes de

documentos, no sentido préatico, possivelmente infinitas.

Em muitas aplicagdes praticas, € essencial transformar de forma rdpida esse grande
volume de dados textuais em informacdes e conhecimento tutil. Tomando como exemplo o
interesse em identificar os tépicos em noticias, deve-se considerar um método que nao exija a
especificacdo do nimero de documentos, ou seja, considera-se infinita a quantidade de documen-
tos que chegam no fluxo. Essa exigéncia inviabiliza a aplicacio de véarios métodos encontrados
na literatura que percorrem toda a cole¢ao iterativamente e que consomem grande quantidade de

memoria afim de encontrar as estruturas latentes.

Em um contexto ndo supervisionado, esses problemas caracterizam o agrupamento em
fluxo de dados. Esse problema tem como objetivo agrupar uma sequéncia X objetos em K grupos
distintos. Cada objeto deve ser atribuido a um dos K grupos na ordem que eles chegam no fluxo
(CHARIKAR et al., 1997). O problema de extracdo de topicos em fluxo de documentos textuais
pode ser visto como um caso especial do problema de agrupamento em fluxo de dados. Porém, o
agrupamento deve ser realizado tanto para os documentos que chegam no fluxo quanto para as
palavras nesses documentos. Com base nisso, pesquisadores desenvolveram alternativas para os
modelos probabilisticos de tépicos em fluxo de dados (BANERJEE; BASU, 2007), e também a
versdo online do LDA (HOFFMAN; BLEI; BACH, 2010). Neste capitulo € descrita a versao

online do algoritmo de inferéncia variacional para o0 modelo LDA.
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4.1 Aprendizado online

Os algoritmos online modernos de aprendizado de maquinas baseiam-se na teoria da
aproximacdo estocdstica. Nesta secdo € descrito o arcabougo geral dos algoritmos online de
aprendizado. Inicialmente € descrita a tarefa de aprendizado, com a descri¢do de uma fungao
geral baseada na minimizagdo do erro e a aplicacdo do método de gradiente descendente
estocastico nessa fungdo geral. Em seguida, é descrita a versao online do LDA (oLDA), que
utiliza aproximacao estocdstica para otimizar o problema de otimizagdo estabelecido pelo método

de inferéncia variacional.

4.1.1 Otimizacao Estocastica

Na tarefa tradicional de aprendizado de maquina, cada exemplo é um par (x,y) composto
por um conjunto de atributos x e a informagdo de classe y. Considere uma fungéo erro(3,y) que
mede a perda ao se estimar uma classe y conhecendo a classe real y. O objetivo € encontrar uma
funcdo f,, parametrizada por um vetor de pesos v, que minimiza Q((x,y),v) = erro(f,(x),y).
Assim, dado um conjunto de treino {(x1,y1),---, (X4, yn)}, pode-se calcular o risco empirico

E(f,) da seguinte forma
1 n
E(fy) = Zzerm(fv(xi>7)’i)- 4.1
i=1

O risco empirico E(f,) pode ser minimizado utilizando o método de gradiente descendente.

Nesse método, em cada iteracao ¢, atualiza-se o vetor de pesos v em direcdo do gradiente de

E(f);
1 n
v = = o Y Va0((ii) ), 42)

onde p € a taxa com que o erro serd considerada na atualizacdo dos vetores de pesos.

Algoritmos de otimizagdo estocdstica seguem um processo nao deterministico para esti-
mar o gradiente de E(f,). Em vez de calcular exatamente o gradiente de E(f,), em cada iteragdo
¢ estimado esse gradiente com base em um simples exemplo (x;,y;) escolhido aleatoriamente
(BOTTOU, 1998):

V) =y — oV, 0 (0, y0) V). (4.3)

Com isso, espera-se que a Atualizacdo 4.3 se comporte como a Atualizacdo 4.2, apesar do
ruido de gradiente inserido. Algoritmos baseados no gradiente estocéstico utilizam estimativas
instantaneas do gradiente, o que implica que o vetor com a dire¢cdo de atualizacio esta sujeito
a flutuacdes aleatérias denominadas ruido de gradiente (BOTTOU, 2010). Por outro lado,
esse processo depende apenas do exemplo escolhido aleatoriamente no momento ¢, ndo sendo
necessario percorrer os exemplos das iteragdes anteriores. Por esse motivo, o gradiente estimado

€ mais facil de computar.
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A convergéncia do gradiente estocdstico foi bastante estudada, principalmente nos tra-
balhos de Bottou (1998), Bottou (2004), Bottou (2010). Bottou demonstrou que o gradiente
estocdstico tende a uma solugdo 6tima global v* de E( f,+), caso a fungdo Q seja uma fungéo con-
vexa, caso contrdrio, tende a uma solug@o 6timo local. Essa convergéncia é garantida desde que
a taxa de erro p diminua ao longo das iteracdes, satisfazendo as seguintes condigdes: ¥, p? < oo

e Y, pr = c°.

A desvantagem do processo estocdstico estd na velocidade de convergéncia, que pode
se tornar lenta devido ao ruido aplicado pelo cédlculo do gradiente aproximado. Além disso, a

velocidade com que o valor da taxa de erro p diminui influencia na velocidade de convergéncia.

Uma técnica comum em aprendizado estocdstico € utilizar mini-batches para atualizar o
modelo. Com isso, em vez de utilizar apenas um exemplo por vez, utiliza-se vérios exemplos
com o objetivo de diminuir o ruido. Utilizando um minibatch com b exemplos, a aproximacao

do gradiente € a seguinte

1 b
D = 3,0 —Ptl—)gva((xi,)’i>7V(t))- (4.4)

A média do gradiente estocastico dos b exemplos possuem o mesmo valor esperado, logo a

aproximacdo ainda é valida.

4.1.2 Aprendizado online com o LDA

As técnicas tradicionais de inferéncia do LDA, como o algoritmo de amostragem de
Gibbs e o algoritmo de inferéncia variacional, requerem uma passagem completa por toda
a colecdo de documentos em cada iteragdo. Tanto para o algoritmo de Gibbs quanto para o
algoritmo variacional € necessario percorrer todos os termos de cada documento da colecao.
Isso claramente pode retardar o processamento em grandes cole¢des de documentos, e também
nao € adequado aplicar tais técnicas onde novos documentos estdo constantemente chegando.
Assim, para resolver esses problemas, Hoffman, Blei e Bach (2010) propds uma versao online do
LDA. O algoritmo para inferéncia online do LDA proposto por Hoffman baseia-se na utilizagdo
da técnica de otimizagdo estocdstica para resolver o problema de otimizacao estabelecido no
método de inferéncia variacional. Algoritmos de otimizacao estocdstica seguem um processo nao
deterministico para estimar o gradiente de uma fungdo objetivo. Inferéncia variacional estocdstica
prové uma abordagem escaldvel e muito mais eficiente para aproximar a distribuicdo a posteriori
do LDA.

O método de inferéncia variacional tradicional aplicado no LDA e a notagdo utilizada
nesta secio sdo descritos com detalhes na Se¢do 3.2. Na versdo online em vez de otimizar todo o
conjunto de dados, o método de inferéncia variacional estocastico utiliza apenas uma amostra
dos dados escolhidos aleatoriamente (BOTTOU, 2004). Uma amostra pode ser um documento

Unico ou um subconjunto de documentos da colecao. Com apenas as estatisticas obtidas por
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uma amostra, o algoritmo ajusta as varidveis variacionais. E importante distinguir as varidveis
variacionais entre varidveis locais e globais (Veja na figura 2 a representacido das varidveis
variacionais do modelo LDA). As variaveis locais mantém estatisticas de cada documento
especificadamente e correspondem a distribui¢io variacional y e ¢. As varidveis globais sdo as

propor¢des que relacionam tdpicos e palavras, correspondente a distribuigdo A.

Note que as atualizacdes das varidveis locais (equagdes 3.44 e 3.43) utilizam apenas
estatisticas do documento que estd sendo processados. Assim, na versao online, ¢ amostrado
um documento d; (ou um sub-conjunto de documentos) da cole¢do e computado os pardmetros
Y e ¢ utilizando a mesma sub-rotina da versido em lote. A varidvel A é criada para manter as

estatisticas dos tépicos obtidos pelas varidveis locais,

N
A=N+nY @jiwij, (4.5)
&~

l
onde n € o nimero de documentos, considerando que n é um nimero grande para justificar o
processamento online. Essa equacdo vem da Equacdo 3.45 aplicado n vezes para um documento

amostrado.

Agora, para atualizar as varidveis globais é necessdrio aplicar a interpolacio da varidvel

A com a varidvel global A,

2 = (1—p)A !+ py, (4.6)

onde p; € o fator de aprendizado.

Note que a atualiza¢do da varidvel global A em um momento (z + 1) utiliza estatistica
obtidas em um momento anterior (¢), e que essa atualizacdo ndo requer a passagem por toda
a colecdo de documentos. Em cada momento, novas amostras de documentos sdo retiradas da

colecdo (ou do fluxo de documentos) e sdo atualizadas as estatisticas locais e globais.

No Algoritmo 5 estdo descritos os passos para a inferéncia online do LDA. A conver-
géncia desse algoritmo € garantida pelas propriedades de otimizagdo estocdstica (veja Segao
4.1.1).

A fundamentacdo da versdo online do LDA € baseada na aplicacdo da otimizagdo
estocdstica na otimizacao estabelecida pelo método de inferéncia variacional do LDA. No caso
do método de inferéncia variacional, objetiva-se otimizar o logaritmo da verossimilhanca do
modelo. Essa otimizagado € obtida pela maximiza¢do do ELBO, definido pela Equacdo 3.42. Aqui,
€ reescrito o ELBO ¢ em func¢do dos parametros variacionais locais, y e ¢, e do parametro

global A. Entéo, para o LDA, pode-se escrever o ELBO como:

djeD

onde /(y;j, ®;,A) é a contribui¢do do documento d; para o ELBO. Como a ocorréncia das palavras

para um documento d; € observado, € possivel aplicar o E — step semelhante ao processo em
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Algoritmo 5: online LDA

Entrada:
Um fluxo de documentos textuais S
Numero de tépicos K
hiper-pardmetros o e 3
Saida
estimativa das distribuicdes documento-tépicos 0 e topico-palavra ¢
1 inicio

2 | Inicializa A(%) aleatoriamente ;

3 repita

4 Amostre um documento d; do fluxo de documents ;

5 Inicialize ¥jx = 1, parak € {1,...,K};

6 repita

7 para cada termo w; do documento d; faga

8 para k=1 até K faca

9 L | @ik exp (P(¥ix) — (TS, 1i0) + P (Aei))

Ny,

10 Vi =0+ Lo 9

11 até convergéncia dos pardmetros locais;

12 para k =1 até K faca

13 t M= —I—DZiilj] PjikWji s

14 A0 = (1=p)A) 4 pd ;

15 até existir documento no fluxo;

lote para encontrar os parAmetros locais ¥ e ¢, e mantendo o pardmetro global A fixo. A varidvel
intermedidria A mantém uma estimativa para o pardmetro global A utilizando estatisticas da
amostra e das varidvel locais calculadas. Com isso, é possivel atualizar A (+1) ysando uma média

ponderada entre seu valor anterior, A0 e,
AN =20 4 0,DV, 1(y;, 0, M), (4.8)

onde p £ (19+1)~¥, x € (0.5,1] controla a taxa de esquecimento dos valores antigos de A e
Tp < 0 diminui a importéncia das iteragdes iniciais. A condi¢do de que k € (0.5, 1] é necessdria
para garantir a convergéncia. O valor de p decresce ao longo do tempo. Note que p pode ser

considerado como o coeficiente de aprendizagem do pardmetro A.

O Algoritmo 5 também pode ser justificado pelo trabalho de Neal e Hinton (1998), nos
quais foram apresentadas provas que demonstram o porqué de versdes online dos algoritmos
baseados em EM (Expectation Maximization) funcionarem. Considerando o contexto no qual
um algoritmo tradicional de EM ¢ aplicado, tem-se uma varidvel aleatoria observada Z e uma
outra varidvel aleatdria ndo observada Y. Assume-se que a probabilidade conjuntade Y e Z é
parametrizada usando uma distribuicdo 6, como p(Z,Y|6). A probabilidade marginal de Z é
entdo P(Z|0) = Y, p(y,2|0). Com os dados observados, Z, deseja-se encontrar o valor de 6 que

maximiza o logaritmo da verossimilhanca do modelo, L(6) = log P(z|0). Para as versdes online



42 Capitulo 4. Inferéncia online para o LDA

do algoritmo EM, deseja-se encontrar 8, dado um nimero independente de dados decompostos
como um fluxo do tipo (Zy,...), assim como as varidveis nao observadas podem ser decompostas
como (Y,...). Utilizando as varidveis decompostas, tem-se uma estimativa P(Y) = []; B(Y;), na
qual uma fungdo F retornaré o valor dessa estimativa parametrizada por 8, F (P,0) =Y, F;(B;, 9).
Entdo, usando o Teorema 2 apresentado no trabalho de Neal e Hinton (1998), é mostrado que: se
F(P,0) tem maximo local em P* e 6*, entdio L(0) também terd o maximo em 6*. Assim, um
algoritmo EM pode ser usado para otimizar a decomposi¢des dos dados observados, e também
otimizar a verossimilhan¢a do modelo.
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CAPITULO

AVALIACAO DOS MODELOS
PROBABILISTICOS DE TOPICOS

A forma mais comum de avaliar os modelos probabilisticos de topicos é calculando o
logaritmo da verossimilhanca do modelo (WALLACH et al., 2009). Isso é normalmente realizado
separando a coleciao de documentos em dois subconjuntos, um para treino e outro para teste. Com
os documentos de treino cria-se 0 modelo. Em seguida, averigua-se o quao bom esse modelo
descreve documentos nio conhecidos, utilizando os documentos de testes. Quanto maior o valor
do logaritmo da verossimilhanca melhor € o modelo. Para o LDA, o modelo corresponde a
distribuicdo de topicos por palavras, ¢. O algoritmo de inferéncia € aplicado na colecdo de treino
para encontrar as distribui¢des @ € 6;,.ino. Ja 0 conjunto de teste corresponde aos documentos nao
conhecidos pelo modelo. A distribui¢do de documentos por tépicos, 6;eino, Ndo € considerada na
avaliacdo pois descreve apenas aos documentos de treino, logo serd necessario computar uma

nova distribuicao 6;.5, com apenas os documentos de teste.

Avaliar a efetividade do modelo de extragc@o de tpicos estd fortemente relacionada com
a correta decomposicao do conjunto de documentos em conceitos humanamente interpretaveis.
O que se encontra na literatura para avaliar modelos de mistura de tépicos sdo métricas que
verificam a capacidade do modelo aprendido em predizer dados ndo vistos (CHANG et al.,
2009). O modelo que descreve uma coleg¢ao de documentos serd bom se a distribui¢do de topicos
por palavras ¢ também corresponder aos topicos contidos na colecdo de treino. Uma métrica
bastante utilizada é a medida de perplexidade (perplexity measure) (WAAL; BARNARD, 2008).
Para aplicar essa medida € necessdrio dividir todo o conjunto de dados em treinamento e teste. O
modelo € criado com o conjunto de treino, entdo mede-se o quao “perplexo” estd o modelo no
conjunto de teste, ou seja, ¢ medido o quio bem esté a probabilidade das palavras do documento
de teste representada pela distribuicdo de topicos por palavras obtidas pelo modelo. Quanto

menor o valor de perplexidade melhor serd o modelo. A perplexidade € calculada da seguinte
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forma:

_logp(wla,B)

perplexidade(w) = ex
) P log):?:mdj

G.D
O logaritmo da verossimilhanga do modelo, p(w|a, ), é obtido de forma diferente dependendo
do algoritmo de inferéncia empregado. No algoritmo de amostragem de Gibbs € calculado da

seguinte forma:

m

pwlep)=3 Y

K
log Y 6; .. (5.2)
j=li=1 k=1

Ja no algoritmo de inferéncia variacional, o logaritmo da verossimilhan¢a do modelo € aproxi-
mado pelo ELBO (. — Equagao 3.30).

Essas medidas sdo boas para comparagdes entre os modelos probabilisticos, entretanto,
os valores obtidos nas medicdes ndo necessariamente condizem com a correta relacdo entre os

topicos encontrados e os assuntos descritos na cole¢cdo (CHANG et al., 2009).

Informalmente, avaliacdes desses modelos podem ser realizadas das seguintes formas:
(1) Inspecionar cada tépico, fazendo a busca por palavras de maior probabilidade e verificar se
essas palavras sdo coerentemente relacionadas a algum conceito presente na colecdo. (2) Manter
um conjunto de documentos escolhidos aleatoriamente e ver se os topicos encontrados fazem
sentido ou ndo. Baseado nisso, o trabalho de (CHANG et al., 2009) propde métodos quantitativos
para mensurar o significado semantico dos topicos inferidos pelo modelo. Um método, chamado
Word Intrusion, mede a coeréncia desses topicos. Na tarefa realizada por esse método, um topico
€ escolhido aleatoriamente, em seguida, as cinco palavras mais relacionadas com esse topico €
selecionada, uma sexta palavra é escolhida do conjunto de palavras menos relacionadas ao tpico
escolhido. Entre essas seis palavras, o usudrio deve encontrar aquela que menos se relaciona com
todas as outras palavras. Se o topico nio € coerente semanticamente, serd dificil apontar qual € a
palavra menos relacionada. Outro método proposto é chamado Topic Intrusion, nessa tarefa é
mostrado o titulo e partes do texto de um documento. Junto com o documento sdo apresentados
quatro tépicos (cada tépico contém oito palavras com maior probabilidade). Desses topicos,
trés sdo altamente relacionados com o documento. O tépico restante € escolhido aleatoriamente
do conjunto de tépicos poucos relacionados. O usudrio deve encontrar o topico que menos se

relaciona ao documento apresentado.

Ainda com o objetivo de se obter a avaliacdo da interpretabilidade, no trabalho de
Newman et al. (2010) foi proposto um método automético baseado na informagio mitua entre
pares de palavras que formam o tépico, chamado Pointwise Mutual Information (PMI), para
simular a avaliacdo humana sobre a qualidade dos tépicos. No trabalho de Mimno et al. (2011)
foi avaliado a metodologia para computar ao coeréncia, substituindo PMI pelo logaritmo da
probabilidade condicional dos pares de palavras. Ja no trabalho de Musat et al. (2011) foi

incorporado a hierarquia do WordNet para capturar a relevancia dos topicos. No trabalho de Lau,
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Newman e Baldwin (2014), foram utilizadas diferentes técnicas de avaliacdo com o objetivo de
encontrar a melhor, como resultado, a medida Normalized Pointwise Mutual Information (NPMI)
(veja a Definicdo 2) foi apontada como a que mais se aproxima da avaliagdo feita por especialistas,
e pode ser utilizada para automatizar a avaliacdo da coeréncia do tépico considerando os termos
selecionados como descritores e sua coocorréncia em relacdo a uma colecao de referéncia. A
colecdo de referéncia € utilizada para calcular a coocorréncia entre os termos relacionados, e

usualmente, os documentos da Wikipédia' sio utilizados como referéncia externa.

Definicao 2 (NPMI — Normalized Pointwise Mutual Information). Seja topf( ={wy,...,wr}
o conjunto das L palavras com maior probabilidade na distribuicdo de topicos. Newman ef al.
(2010) assumem que quanto maior a similaridade média entre os pares das palavras em topf{,
mais coerente € o topico. Com isso, pode-se definir a fungdo do NPMI como:
P(Wi,Wj)

! 108 PGPt

j_z’l —log P(w;,w;)

L
(5.3)

L
NPMI(topk) =Y
i=1

I <https://www.wikipedia.org/>


https://www.wikipedia.org/
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CAPITULO

COMPARANDO LDA COM NMF

O método NMF (Nonnegative Matrix Factorization) (PAATERO; TAPPER, 1994; LEE;
SEUNG, 1999) fatoriza aproximadamente a matriz com elementos ndo negativos em duas outras

matrizes também com elementos nao negativos (Veja a Defini¢do 3).

Definicao 3 (NMF — Nonnegative Matrix Factorization). Dado uma matriz com valores nao
negativos F € R™*" quando o nimero de dimensdes reduzidas é K, o objetivo do NMF ¢é

encontrar duas matrizes A € R™*X ¢ B € RK*" com apenas entradas nio negativas tal que

F~A-B 6.1)

Os fatores A e B sdo obtidos pela minimizacdo de uma fungdo de custo definida por
uma medida de “distancia”. Existem diferentes tipos de fun¢des de custo (LEE; SEUNG, 2001).
A funcdo que se relaciona com a formulacdo dos modelos probabilisticos de tépicos € aquela
baseada na divergéncia KL. Essa funcao € definida como

. Fji
Onmr-kL =min)_ ( Fj;log AB) Fji+(AB)j; |, (6.2)
i Ji

onde Fj; € a entradas da linha j e coluna i matriz F, no caso de uma matriz documento-

termo, o valor de F;;; pode ser a frequéncia do termo w; no documento d;. Note que o valor de

—F;;+ (AB);,; serd igual a zero caso Fj; = (AB) .

A técnica mais simples de resolver a otimizacdo da Equagdo 6.2 € aplicando o método
de gradiente descendente. Fazendo as derivacdes, chega-se nas seguinte equacdes de atualizacdo

Bi;F;i/(AB);
Aj,k:Aj,kZl k,i 171/( )]7k7
Zqu,q

(6.3)

LjAjVii/(AB)j

B, = 6.4
ki k,i ZpAp,k ( )
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Assim, interpolando as atualizacdes das equagdes 6.3 e 6.4 em vdrias iteragdes chega-se nos
fatores que aproximam a matriz F'. A convergéncia desse algoritmo nao é apropriadamente
demonstrada, entretanto, no trabalho de (LEE; SEUNG, 2001) é demonstrado que em cada
iteracdo as atualizacdes sempre irdo diminuir o valor resultante da Equagdo 6.2.

Apesar de ndo ser um método probabilistico, 0 NMF € descrito nesse capitulo pois
apresenta similaridades com os modelos de tépicos. Além disso, 0 NMF e o LDA sdo duas
técnicas popularmente aplicadas no problema de extragcdo de topicos em cole¢des de documentos.
Nessa secdo € realizada uma andlise comparativa entre essas duas técnicas, demonstrando que
NMF com divergéncia KL aproxima ao algoritmo de inferéncia variacional do LDA. Essa
andlise comparativa € Util para elucidar a implementagdo do algoritmo de inferéncia variacional

e explorar as relagdes entre as diferentes técnicas.

A equivaléncia entre o NMF e o pLSI (probabilistic Latent Semantic Indexing) tem sido
discutida em vérios trabalhos (BUNTINE, 2002; GAUSSIER; GOUTTE, 2005). Ding, Li e Peng
(2008) demonstraram que NMF e PLSI otimizam a mesma funcao objetivo. Apesar do LDA
ser a contrapartida com fundamentacdo em probabilidade Bayesiana do pLSI (GIROLAMI;
KABAN, 2003), a equivaléncia entre NMF e LDA nio é bem definida. Entretanto, existem
evidéncias que tal relacdo intrinseca também exista (J.; LIU; CAO, 2012; GERSHMAN; BLEI,
2012). Nessa secao, o objetivo é esclarecer essa relacdo em termos de formulagdo matematica,
demonstrando que o NMF com divergéncia KL aproxima a solugdo obtida pelo algoritmo de

inferéncia variacional do LDA. Além disso, serd demonstrado a relagdo entre os dois algoritmos.

As correspondéncias entre NMF com divergéncia KL e o algoritmo de inferéncia variacio-
nal para o LDA seguem do fato de que ambos tentam minimizar a divergéncia entre as estatisticas
que relacionam a frequéncia de palavras, documentos por topicos e topicos por palavras. Para
esclarecer essa relagdao, o NMF serd descrito como uma relaxacdo do problema estabelecido no
método de inferéncia variacional. A equivaléncia é alcan¢ada quando as fungdes logI'(+) e ¥P(+)
sdo aproximadas e substituidas nas derivacdes do LDA. Essa relacdo é demonstrada no Teorema
1.

Teorema 1. A funcdo objetivo do NMF com a divergéncia KL é uma aproximag¢ao do ELBO
(Evidence Lower Bound) do LDA com priori simétricas.

Demonstragdo. Inicialmente, expande-se o ELBO usando fatoracio da distribuicdo conjunta do

LDA, p (Equation 2.3), e a distribui¢do variacional, g (Equation 3.28):

Z £ Egllogp(6,z,wla,B)] — Eyllogq(6,z)]
= Eylogp(6|a)]+E,[log p(z]0)] + E4[log p(wlz, B)] — E4[logq(8)] — E4[logg(z)]

~ iffor () Erer s (s +(E)



49

N4 .
+ ZZ(PJ’k( }/Jk (ZYJr))]
i—1k=1
_ndj K n
+HIX Y Y enil(wi= Wi)logﬁk,i]
i=1k=1i=1
i K K K
+ —logF(Zn,z«>+ZlogF(%r Y (Y= 1) ( (Vi) = (Z%))]
i k=1 r—1 k=1
ST
+ |- Z(p],z,kIOg(Pj,i,k]} (6.5)
L i=lk=1

Agora, aproxima-se a Equag@o 6.5 substituindo as fun¢des Gamma I'(-) e Digamma ¥(-).
Jo w e du, para x > 0. Em geral, [(x+ 1) = xI'(x),

e para argumentos inteiros, I'(x + 1) = x!. Para propdsitos praticos, é considerado a aproximagdo

A fungdo Gamma é definida como I'(x) =

de Stirlings da funcéo I'(+):

n X
logI'(x) =logx! = Zlogi R / log (i)di ~ xlogx — x. (6.6)
i=1 =1
A fun¢do Digamma é definida como W(x) = % logI'(x), e pode ser aproximada por
Y(n) ~logn—c, (6.7)

onde ¢ é um valor constante (MUQATTASH; YAHDI, 2006).

A distribuicdo y; pode ser relacionada com o vetor A; associado a cada documento d;.
Da mesma forma, a distribuicdo 8 pode ser relacionada a matrix B. Assim, considerando a
versdo do LDA com hiper-parametros o simétricos, € possivel reescrever o ELBO usando as

correspondentes aproximacgdes para as fungdes Gamma, Equacio 6.6, e Digamma, Equacao 6.7:

Ak ]
(o —1) (log#)
L 1A/ |

M=

J=1 =1
S !
k
+ ZZfJI‘P],i,k (1 og Js )
Li=1k=1 lAJr
S
Bi
+ FiiQjik <10g —v>
-;’; n Y1 Bk _
= N
| X (A (logA i —1) = (A1) logﬁ
o Z =144),r
n K
T Z Z —F;i@jirlog®;;k
i=1k=1
Ajx  Bix
=X ) Fj7i(Pj7i7klogM
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A.
(o —A ) (log 2K+k) —Ajx(logA g — 1)) (6.8)

r=1 j7r

Considerando que os vetores A j € B; sdo normalizados de forma que Zszl Ajr=1leY, Bi;=1,
e definindo Z(A i, 04) = (o — A k) (1ogA; ) —A; x(logA;x — 1), pode-se reescrever a Equagdo

6.8 para alcancar o seguinte problema de otimizacio

M=
-
M=

max.Z ~max

A kBlk
(jz(p],z,klog [ +%(Aj,k7ak))

j=li=lk=1 J,ihk
m n K
Djik
~min}, ) Y, ( Fjijilog =0 _%(A/}kvak)) . (6.9)
j=li=1k=1 JkPik

Zl“

Sabendo que Y7 a;log 7 b = Y ailog . para qualquer q; e b; nao negativo, e em seguida

adicionando a constante ) ; ; Fj ;log F} ;, tem se

gL X Y0 &
Smnzz Z, jiglog 0 — N R(A i, o)

Zk:lAj-kBi k k=1

Amind ) Fjllog+—2% Aj e, 0) (6.10)
Ji Zkl jkBlk

k=1

O 1ltimo termo na Equacao 6.10 € equivalente ao NMF (Equagdo 6.2) menos o termo
KAk, 04). O termo (A, o) possui um papel importante no desempenho do LDA, ele
corresponde a influéncia da priori e também inclui esparsidade na distribui¢do de documentos
por topicos. Quando isso € adicionado ao NMF, obtém-se um termo regularizador que restringe
os valores dos vetores A;. Entdo, pode-se concluir que maximizar o ELBO do LDA com
priori simétrica é proporcional a minimizar a fun¢do objetiva do NMF com divergéncia KL

desconsiderando o termo regularizador.

| []

Na teoria, os métodos iterativos aplicados no LDA e NMF sao distintos e com diferentes
fundamentagdes. Na prética, existem similaridades nas operagdes realizadas pelos seus algo-
ritmos. Assim, serd indicado essas equivaléncias e comparado as operacdes de atualiza¢des do

NMEF, equagdes 6.3 e 6.4, e do LDA com inferéncia variacional, equagdes 3.44, 3.45 e 3.43.

Na regra de atualizacao do LDA, a operacado de exponencia¢do sobre a funcio digama
W(x) aproxima uma fungdo linear quando x > 0.48 (MUQATTASH; YAHDI, 2006). Para
perceber essa aproximacao, veja a Figura 3.
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Figura 3 — Plote da funcéo linear f(x) = x —0.48 e da funcdo f(x) = exp(y(x)). Isso indica que a operagio
exponencial sobre a fun¢do digama aproxima uma fung@o linear quando x > 0.48, i.e. exp(y(x)) =~
x—0.48sex>0.48

3
2, -
=
g
1, -
0 | | | |

0 05 1 1.5 2 25 3

— [f(x) = x = 048] — [f(x) = exp(y(x))]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aproveitando a aproximacdo da fungdo exp (¥(x)), é possivel aproximar o valor de ¢
utilizando apenas operagdes lineares
Vik

S L (6.11)
Zk‘)le Yj ke

Qjik~= Br.i x

Assim, o valor de ¢;; aproxima o produto de Hadamard entre o vetor normalizado y; e

Bi. A matriz resultante, A, € relacionada a distribuicdo documento-tépicos y. Da mesma forma,
a matriz B € relacionada com a distribui¢@o topico-palavras 3. Considerando essas relagdes, é
possivel aproximar a equagdo de atualizacao obtidas pelo método de inferéncia variacional para

0 parametro @,

Aj By
X
Y14k B i

©j ik < (6.12)

Sem perda de generalidade, serd considerada a normalizacdo nas linhas da matriz B, i.e.
Y Bi; = 1. Entdo, usando a Equagdo 6.12, € possivel reescrever as atualizagdes de cada posi¢ao

do fator A ; na Equag@o 6.3 como

VA
Aji=Y Fix®jik (6.13)
i=1

Note que a equacado de atualizagdo para o fator A, Equacdo 6.13, € similar a atualizagdo da

equagdo dos pardmetros y; sem o pardmetros o, Equagdo 3.44.
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A equagdo de atualizagdo do fator By ; pode ser reescrita considerando a aproximagdo @,

Equagio 6.12, e o ultimo valor de A ; ; obtido na Equagdo 6.13
B 1 Y FjxAjiBr
ki =
" YAk (AB)jx
_ LiFjk®jik
YiYiFii®ni

Pela Equagido 6.14, pode-se notar que o valor de By ; € obtido com valor de ¢ para uma palavra

(6.14)

especifica w; e topico k para cada documento d;, e normalizado para cada palavra w; do vocabu-
lario. Isso corresponde a distribui¢do de topicos por palavras para um topico k, representado pela
distribuigio f; no LDA.

A indicacdo da relacdo entre 0o NMF com a divergéncia KL e o LDA com o algoritmo de
inferéncia variacional é importante para entender os procedimentos realizados pelos modelos de
topicos. E com esse objetivo, foi mostrado que o NMF (com divergéncia KL) € de fato um caso
especial do LDA onde é assumido uma distribui¢ao de Dirichlet uniforme, e que o algoritmo de
atualizagOes multiplicativas para resolucdo do NMF pode ser aproximado para as atualizagdes

estabelecidas pelo algoritmo de inferéncia variacional do LDA.
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CAPITULO

CONCLUSAO

A forma como pesquisadores de aprendizado de méaquinas modelam textos e outros
objetos mudaram apds o surgimento dos modelos probabilisticos de topicos. O arcabouco
fornecido pelo LDA serviu como ferramenta para o desenvolvimento de varios outros modelos.
Assim, o modelo base LDA foi investigado e detalhado a fim de entender o funcionamento
pratico dos algoritmos de inferéncia. O modelo foi descrito, e principalmente, as derivacdes
foram feitas durante os estudos sobre os algoritmos de inferéncia. Esses estudos servirdo como
referéncia para estudos futuros, principalmente para novos alunos que por ventura queiram

explorar modelos probabilisticos de topicos.

Uma limitacdo deste estudo foi na forma com que a descricdo do modelo LDA foi
apresentada, na qual se levou pouco em consideracdo a interpretacdo Bayesiana do modelo. Em
uma descri¢do que enfatizam o LDA como um modelo Bayesiano completo, as distribui¢cdes
priori deveriam ser melhores descritas. A importancia da priori no modelo LDA € bem discutida
no trabalho (WALLACH; MIMNO; MCCALLUM, 2009). Também foi pouco explorado o LDA

como uma Rede Bayesiana, e como estender esse modelo a fim de se obter outros modelos.

O LDA foi formalmente descrito e também apresentado os dois principais algoritmos de
inferéncia, o método de amostragem de Gibbs e o método de inferéncia variacional. O grande
objetivo do estudo apresentado foi registrar detalhadamente o processo de derivagdo do modelo
para a obtengdo do algoritmo de inferéncia. Uma outra contribui¢do resultante dos estudos
descritos neste trabalho estd na andlise comparativa do modelo LDA com o método de fatoragdo
de matrizes NMF. Uma vez bem definida essa relacdo, serd possivel explorar o melhor desses
dois métodos, possibilitando o desenvolvimento de novos algoritmos otimizados (FALEIROS;
LOPES, 2016).
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