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1. Introducao

O senso comum leva a considerar que os diversos objetos da natureza podem ter
uma, duas, ou trés dimensdes, e ainda se o tempo for considerado, uma quarta dimensio.
Deste modo sdo considerados apenas numeros inteiros para estimar as dimensdes. A
dimensdo fractal, ao contrario do que sucede na Geometria Euclidiana, nio ¢
necessariamente um numero inteiro. Com efeito, ela pode ser um nimero fracionario. A
dimensdo fractal representa o grau de ocupagdo de uma forma fractal no espago, sendo
diretamente relacionado com o seu grau de irregularidade. Dito de outra forma, a dimenséo
de um fractal é um numero que caracteriza o nivel de irregularidade que uma determinada
estrutura apresenta (FALCONER, 1990) (TRICOT, 1995).

A dimensio fractal vem sendo aplicada de diversas formas nas mais variadas areas
da ciéncia, indo de ciéncias de materiais (PFEIR, 1984) a microeletronica (SPANOS &
IRENE, 1994). Temos diversas contribuigdes da dimensdo fractal em técnicas de
reconhecimento de padrdes e visdo computacional (BRUNO & COSTA, 2004)
(PENTLAND, 1984) (HARTLEY et al, 1984) (CHAUDHURI and SARKAR, 1995), bem
como em técnicas usadas para quantificar a complexidade, textura e composigdo
geométrica de uma forma (COELHO & COSTA, 1995).

Fractais sdo primitivas geométricas auto-similares em escala e irregulares
encontradas na natureza. Trata-se de objetos que tanto em niveis maiores quanto menores
de escala sdo formados por um conjunto de primitivas euclidianas (Figural). E por esse
motivo que a analise fractal tem sido preferida em aplicagdes onde se lida com objetos
naturais. A dimensdo fractal pode ser usada com uma medida da complexidade ou
irregularidade de uma curva, superficie ou objeto, sendo de grande utilidade em diferentes

aplicagdes.
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Figura 1: Exemplo de um fractal.

No entanto, uma imagem ndo € um fractal e nem apresenta auto-semelhanga em diferentes
niveis de escala. Neste caso, a técnica para o calculo da dimensdo fractal é adaptada de
modo que o resultado seja uma estimativa do nivel de complexidade que uma dada imagem
apresenta (CARLIN, 2000). Neste relatorio € apresentada uma sintese dos diversos métodos
para calcular a dimenséo fractal encontrada na literatura, no que se refere a processamento
de imagem, bem como uma analise comparativa sobre os mesmo no que se refere a sua

utilizagdo e precisdo.

2. Fundamentos da Estimativa da Dimensao Fractal

Considere uma linha de comprimento L e outra de comprimento u, de modo que L > u.
Sobrepondo a linha u sobre a linha L até cobri-la completamente, encontra-se um valor N=
L / u, que nada mais é do que uma medida da linha.

Analogo ao que foi realizado com a linha pode-se medir um quadrado de lado L
sobrepondo a ele pequenos quadrados de lado u, obtendo-se novamente a relagdo N=L / u.
De forma mais generalizada, esse processo leva a uma relagio do tipo N= (L / u)® ou, se
extraido o logaritmo de ambos os lados, d= In(N) / In(L / u), onde d é a dimensdo fractal ou
dimensdo de Hausdorff do objeto analisado. Para um objeto uniforme e compacto, d € um
inteiro igual & dimensdo topolégica. Mas, para um fractal, tem-se que d € um nimero
fracionario (FALCONER, 1990) (TRICOT, 1995) (SHROEDER, 1996).



3. Métodos Para Estimativa da Dimensao Fractal

Diversos métodos para calcular a dimensdo fractal podem ser encontrados na
literatura. Nesta secdo, serdo discutidos e analisados alguns dos métodos mais relevantes

relacionados a analise de imagens digitais.

3.1. Massa Raio

O método de calculo de Massa-Raio consiste de sobrepor circulos sobre uma forma
e contar a quantidade de pontos dessa forma presentes dentro do interior do circulo (Figura
2).

Figura 2: Sobreposi¢do dos circulos pelo método Massa-Raio.

Sendo A4,C, € R a forma analisada e o circulo de raio r, M, (A4) é o nimero de

pontos de A presentes em C,, obedecendo a relagio

C.,c4d
Mr(A):MDPafar>0



Obtém-se entdo a dimensdo fractal a partir da relagdo acima como sendo:

In(M, (4))
r—0 ln(r)

D =1lim

onde D € a dimensio fractal pelo método de Massa-Raio.
Para calcular esse método, um ou mais circulos podem ser utilizados. No caso de se

utilizar apenas um circulo, € interessante escolher o centro do circulo como sendo o centro

de massa da forma analisada.O centro de massa € x, pode ser calculado como sendo:

Area = Zm:Zn:A(x, y)

x=0y=0

==Y x g ==y

Areax =0 y=0 Area 0 $0

Ja no caso de se utilizar varios circulos, um mecanismo de sorteio pode ser utilizado
para se escolher os diferentes centros dos circulos. Deve-se também considerar a massa
média calculada nesse caso.

Outro detalhe desse método se refere ao raio maximo que sera utilizado na expansdo
dos circulos. Apesar desse valor poder ser definido por usuario, € comum utilizar o raio de

giro da imagem. Este raio de giro € definido como

Fnax = maX(\/((cx -p.)+ (cy - py)z)),onde j 0 =



Os raios r utilizados no método variam entdo entre I1=rsr max , sendo a cada

nova iteragdo o raio incrementado em 1 e o calculo da massa realizado novamente.
(CORNFORTH, JELINEK, PEICHL, 2002).

Tragando o grafico de log-log entre M, (A), massa acumulada para um raior, e r,
raio do circulo usado, obtém-se a aproximagdo de uma reta com coeficiente angular « ,
onde é D = a é Dimensdo Fractal de A (Figura 3) (FALCONER, 1990) (MANDELBROT,
2000).

Cumulative Mass vs Radius (log scale)

Cumulative Mass

igid
-DS'.

' 3 —s = .;n —
Radius (pixels)

Figura 3: Grafico Log — Log da variagdo da massa acumulada em relagdo ao raio
Para fractais matematicos estritamente auto-semelhantes a dimensdo da Massa é a mesma
da dimensdo de Hausdorff (SCHROEDER, 1996) (HONDA, DOMON & SASAKI, 1991)
(LANDINI & RIPPIN, 1993).

3.2. Analise intersec¢ao Acumulativa

O método da intersecgdo acumulativa foi desenvolvido por Schierwagen
(SCHIERWAGEN, 1990), baseado no trabalho de Sholl (SHOLL,1953). Trata-se de um
método similar ao método Massa-Raio, no entanto, ao invés de calcular a massa de uma
regido esse método calcula o nimero de intersecgdes ou subdivisdes existentes nessa regido

(Figura 4) (CORNFORTH, JELINEK, PEICHL, 2002).



Figura 4: Uma pequena se¢do de uma imagem é mostrada, com um simples circulo
correspondendo ao raio selecionado em um algum ponto durante a analise. Pontos
consecutivos que também sdo adjacente sio mostrados por A, enquanto que pontos que ndo

sdo adjacentes sio mostrados por B.

Sendo A4,C, € R? a forma analisada e o perimetro de um circulo de raio r,

M , (A) é o nimero de pontos de A presentes em C, , obedecendo a relagio:

C.c4
M’(A)zprarar>O

Obtém-se a dimensio fractal a partir da relagdo acima como sendo

In(M, (4))
r—0 ln (r)

onde D é a dimensdo fractal pelo método de Massa-Raio.
Para calcular esse método, um ou mais circulos podem ser utilizados. No caso de se

utilizar apenas um circulo, é interessante escolher o centro do circulo como sendo o centro

de massa da forma analisada.O centro de massa € xy pode ser calculado como sendo



Area= i zn: A(x,y)

x=0y=0

>Yr  g=——3 3y

Area =0 y=0 Area =0 y=0

Ja no caso de se utilizar varios circulos, um mecanismo de sorteio pode ser utilizado
para se escolher os diferentes centros dos circulos. Deve-se também considerar o nimero de
intersecgdes médias calculada nesse caso.

Depois de sobreposto este circulo de raio r sobre a forma, sdo colocados em um
vetor todos os pontos de sua borda que também pertengam a forma, ordenados pelo angulo
que fazem a partir do centro do circulo (Figura$5). Feito isso, basta atravessar o vetor
verificando a adjacéncia de pontos consecutivos, contando onde essa adjacéncia ndo €
satisfeita devido a intersecgdo (CORNFORTH, JELINEK, PEICHL, 2002).

Figura 5: Exemplos da verificag¢do das intersecgdes no vetor.

Outro detalhe desse método se refere ao raio maximo que sera utilizado na expansdo
dos circulos. Apesar desse valor poder ser definido por usuario, € comum utilizar o raio de

giro da imagem. Este raio de giro é definido como:

Lian: = max( (Cx_px)z +(Cy _py)?)),onde Py € A



Os raios r utilizados no método variam entio entre 1£r<y max , sendo a cada
nova iteragdo o raio incrementado em 1 e o calculo do total de intersecgdes realizado
novamente. (CORNFORTH, JELINEK, PEICHL, 2002).

Tragando o grafico de log-log entre M, (A), nimero de intersecgdes para um raio
1, e 1, raio do circulo usado, obtém-se a aproximagdo de uma reta com coeficiente angular
a, onde D=a é Dimensio Fractal de A (Figura 6) (FALCONER, 1990)
(MANDELBROT, 2000).
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Figura 6: Grafico Log — Log da variagdo do nimero de intersecgdes em relagdo ao raio

3.3. BoxCounting

O BoxCounting é um dos métodos mais conhecidos e utilizados para estimar a
dimensio fractal de uma forma ou imagem. Isso se deve a sua simplicidade e facilidade de
implementagdo. Este método consiste em sobrepor a imagem uma malha de quadrados e
contar o nimero de quadrados necessarios para cobrir toda a forma (Figura 6) (COELHO &
COSTA, 1995).
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Figura 6: Divisdo de uma imagem pelo Método do BoxCounting



Sendo A€ R*> a forma analisada, N,(A)é o nimero de caixas de lado r

necessarias para cobrir A, obedecendo a relagdo

N,(A)=pr™

A dimensio fractal pode entio ser obtida a partir da relagdo acima, de modo que

In(N,(4))

D=-lim__, In(r)

onde D € a dimens3o fractal calculada pelo método do BoxCounting.

Para a execugio desse método € necessario definir um conjunto B de tamanhos de
lados r a ser utilizado nas diversas iteragdes do método. Apesar de B poder ser definido
inicialmente por um usuario, é padrio calcula-lo com base nas dimensdes da imagem, de

modo que:

r, = max(altura, largura)

Vel n,=n/2

Tragando-se um grafico log-log de N, (A) (nimero de caixas ocupadas) por r
(tamanho do lado dessa caixa) obtém-se a aproximagido de uma reta com coeficiente
angular « . Deste modo, € possivel definir D = —a como Dimensdo Fractal de A (Figura
7) (TRICOT, 1995) (FALCONER, 1990).
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Figura 7: Calculo do coeficiente angular no boxCounting

Por se tratar de um método bastante simples, 0 BoxCounting permite a insergdo de
refinamentos em sua técnica. Um deles seria introduzir uma distingdo entre células
parcialmente ocupadas e completamente ocupadas. Isto permite calcular varias dimensdes
fractais, calculando o logaritmo da combinagio de células: completamente ocupadas,
completamente ndo-ocupadas, parcialmente ocupadas (MORENCY & CHAPLEAU, 2003).
Por ser um método simples, o0 BoxCounting € muito sensivel a variagdes. Variagdes como
qualidade da imagem influenciam no seu calculo. Outro problema que esse método
apresenta se refere a disposi¢do e orientagdo da malha sobre a imagem (Figura 8) e ao
tamanho das caixas escolhidas. Todas essas pequenas variagdes podem levar o método a
calcular valores erroneos, diferentes de resultados esperados (MORENCY & CHAPLEAU,
2003).
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Figura 8: Variagio na disposi¢do do Grid.



3.4. Dividers (Compass)

O método dividers (STOYAN and STOYAN, 1994), também conhecido como
Compass (MANDELBROT, 2000), ¢ um dos métodos mais simples para estimar a
dimensdo fractal de objetos e curvas que possuam um contorno definido (membrana de
célula, linha costeira...). Trata-se de um método exato apenas para curvas auto-semelhantes
(TAKAYASU, 1990) NORMANT and TRICOT ,1991) (TRICOT,1995).

Ele é baseado no fato do perimetro de um fractal ser proporcional ao tamanho de uma régua
r usada para medir o seu contomo (Figura 9).

Figura 9: Medigdo para valores distintos de r

Sendo A € R*a forma analisada, temos que P € o perimetro de A, dado por:
PcA

Movendo-se uma régua de tamanho r ao longo do perimetro P, obtém-se o

comprimento I(r) do perimetro, obedecendo a relagio

I(r)=cr'™”

A dimens3o fractal do perimetro pode ser calculada entdo com sendo:



D=1-1lim__, In@(r))
In(7)

Tragando o grafico log-log de I(r) (comprimento do perimetro para uma régua r) por
r (tamanho da régua) obtém-se a aproximagdo de uma reta com coeficiente angular & |
onde D =1- « é Dimensio Fractal de P (MANDELBROT, 2000)

Um dos problemas que este método apresenta € o fato do valor calculado variar
dependendo do ponto de inicio da curva. Para isso, é recomendado que o processo seja
repetido para diversos pontos de inicio na curva (SUGIHARA and MAY 1990). Em alguns
casos, o grafico log-log ndo possui uma inclina¢io constante (a dimensdo fractal ndo é
constante), podendo ser um reflexo da resolugdo limitada dos dados analisados
(HAMILTON et al. 1992; KENKEL and WALKER 1993; GAUTESTAD and
MYSTERUD,1994).

3.5. Espectro de Poténcia

Esse método baseia-se a partir das coordenadas do pixel (x,y) de uma imagem discreta N x
M, onde x= 0,1..N e y= 0,1..M, sendo h(x,y) a coordenada z de cada pixel (x,y), a qual
definimos com uma fungéo altura definida no dominio espacial.

A Transformada de Fourier bidimensional (BRIGHAM, 1988) é dada pela seguinte
equagio:

M N
F(u,v)= N_jl\-/f—z Zh(x,y)exp[— j27r(%+ yﬁvﬂ

y=0 x=0

O valor da amplitude no dominio da freqiéncia, [F(u,v)|, quando elevado ao quadrado €
conhecido como Espectro de Potencia do perfil ou sinal original. A fungdo P(ou seja, a

fungio de densidade espectral do sinal) € obtida por:
P(u,v) = |F (u,n)[

e sendo k o comprimento de onda no espago reciproco, temos entio



k? = u? +v?

que conseqiientemente fornece a seguinte relagdo:
2
P(k) = |F (k)|

Visto que o perfil de uma superficie fractal pela defini¢io inclui informagdes em quase
todas as freqiiéncias, parece ser dificil aplicar esse método, mas de fato, a relagdo é muito
simples de ser realizada. O método de estimagio fractal por espectro de poténcia apresenta
uma variagdo “aparentemente” linear (considerando apenas um determinado intervalo),
entre o log da amplitude ao quadrado e o log da freqiiéncia. O coeficiente angular & da reta
interpolada no determinado intervalo linear do grafico é relacionado com a equagido de
dimensdo fractal Dpsp, conforme a seguinte relagdo (PEITGEN,1988) (DUMAS, 1993)
(VALTEL,1993)

D, =4+ M ¥ ) 1. .
2log(1/k) 2

Este método fornece uma das mais diretas técnicas para analise de perfis de superficies

fractais e que pode ser aplicado em imagens auto-afins e auto-similares (PINTO, 2001).

3.6. Bouligand-Minkowski

O método de Bouligand-Minkowski ou Dimensdo de Minkowski é um dos métodos
que produz os resultados mais acurados e consistentes para a dimensédo fractal (TRICOT,
1995). Isso ocorre por se tratar de um método mais sensivel as diferentes mudangas
estruturais da forma em analise.

Este método se baseia no estudo da area de influéncia, criada pela dilatagio da
forma em questdo, por um disco de raio r (Figura 10). Pequenas alteragdes na forma geram
alteragdes na area de influéncia calculada (TRICOT, 1995) (SHROEDER, 1996).

Figura 10: Dilatagdo de uma curva com um disco



Sendo A€ R’ a forma analisada, definimos a dilatagdo de A, A,, como o conjunto

de pontos em R? que se encontram a uma distancia A menor igual a r:
—_ 2 .
A —{xeR |3yeA.|x—y£r|}
Essa Dilatagido pode também ser definida como:

4,=|JB.(x)

xeA

sendo Br (x) um disco de raio r.

Para obter a Dimensdo de Minkowski, um disco de raio r é varrido continuamente
ao longo dos pixels do contorno (ou de interesse) da imagem, sendo que os centros dos
discos correspondem as coordenadas de cada um dos pixels. Os pixels limitados pelo
circulo sdo entdo somados, fornecendo a area dilatada A(r) da imagem, para um raio r

(SERRA, 1982). A area dilatada, A(r), e o raio, r, obedecem a seguinte relago:

A(r) = pr*™"

A dimensdo fractal pode entio ser obtida a partir da relagdo acima, de modo que

. In(A(r
D=2- hmr—)O M
In(r)
onde D é a dimensdo fractal calculada pelo método de Minkowski.
Tragando-se um grafico log-log de A(r) (area de influéncia para um raio r) por r (tamanho
do raio de influéncia), obtém-se a aproximagdo de uma reta com coeficiente angular « ,
onde D = 2 — & é Dimensdo Fractal de A pelo método de Minkowski.
Para otimizar o algoritmo de calculo da area de influéncia utiliza-se a Transformada

Exata da Distincia (TED), que atribui aos pixels de uma imagem binaria a distdncia



minima entre estes pixels e os pixels de fundo. Para o calculo da TED utiliza-se a Distancia

Euclidiana, devido a sua propriedade de invariancia a rotagdo (BRUNO & COSTA, 2004).

Dados dois pontos p,q € R?, a distincia euclidiana pode ser definida como:

d(p.9)=la-p|=\la.- p.} +lg, - p,f

Tem-se entdo que a TED é um conjunto de distancias Euclidianas Unicas, ordenadas
e crescentes, que servem de base para as dilatagdes sucessivas do disco no contorno da

imagem (BRUNO & COSTA, 2004).

3.7. Variagées do BoxCounting

A literatura fornece uma variedade de diferentes técnicas para se estimar a dimensio
fractal de uma imagem ou objeto. No entanto, vale lembrar que muitas dessas técnicas
possuem aplicagdes limitadas devido ao fato de serem muito especificas, ndo sendo de
grande importancia no contexto geral (FALCONER, 1990).

Muitas das técnicas encontradas na literatura sdo na verdade variagdes de métodos
populares, como por exemplo, o0 BoxCounting. Ao invés de se dividir uma imagem com
uma grade de quadrados de lado L e contar o nimero de quadrados que cubra a imagem
(Figura 11a), pode-se cobrir a imagem com quadrados de lado L de forma a obter-se o
namero minimo de quadrados (Figura 11b). Outra variagdo seria cobrir a imagem com
circulos de raio L e conta-las, ndo sendo necessario que essas bolas estejam disjuntas
(Figura 11c) (FALCONER, 1990).



Figura 11: varniagdes na implementagdo do BoxCounting

4. Comparagao dos Métodos

Pode-se observar que os diversos métodos descritos acima sdo todos baseados em
relagdes entre uma medida realizada e sua distribuigdo espacial. No entanto, enquanto
alguns destes métodos podem ser aplicados a qualquer tipo de estrutura, outros métodos
sofrem de certas restrigdes quanto a sua utilizagio.

Métodos baseados na medida do comprimento podem ser aplicados apenas a curvas
(como membranas celulares, linhas costeiras e limites de terrenos) uma vez que leva em
consideragdo apenas o contomo que descreve o objeto (Figura 12). O método Dividers é
um claro exemplo de método baseado no comprimento de curva. Por esse motivo, objetos
com contornos semelhantes, mas com diferentes formas interna (como por exemplo, uma

area interna nio preenchida) s3o calculados de forma idéntica.



¥ L

Figura 12: Método Dividers ndo leva em consideracgdo a informagio intema do objeto. A

dimensdo Fractal calculada é a mesma para os dois objetos.

Também o método baseado na analise de intersecgdes acumulativa possui restrigdes quanto
a sua aplicagdo. Como seu proprio nome diz, sua analise estd baseada na descontinuidade e
reentrincias que a estrutura possui, ndo fazendo sentido aplica-lo a uma curva ou a uma
estrutura continua, sem reentrancias. No entanto, esse método pode ser muito bem aplicado
ao esqueleto da estrutura (Figura 13). O Esqueleto de uma estrutura pode ser compreendido
como a forma de representar imagens através da extragdo de suas caracteristicas pelo
processo de afinamento, resultando os pixels essenciais para composi¢do de segmentos

lineares com comprimento, tamanho e diregdo (SERRA, 1982).

(a) (b)
Figura 13: (a) Imagem Original; (b) Esqueleto da Imagem Obtido por Afinamentos

Sucessivos.

De maneira inversa ao método Dividers, o método Massa-Raio tem a restrigdo de

ndo ser eficaz quanto temos em maos apenas o contorno de determinada estrutura. Isso



ocorre porque tendo apenas o contorno de um objeto, ndo temos nenhum informagio com
relagdo a massa intema do mesmo (Figura 14). Para a utilizagdo do método de Massa-Raio

¢ necessario que a estrutura esteja preenchida.

Figura 14: O Método de Massa-Raio necessita da informagdo interna do objeto para o

calculo. Apenas o contorno € insuficiente.

Apesar dos métodos descritos possuirem certas restrigdes quanto a sua utilizagdo,
métodos como BoxCounting e Minkowski ndo apresentam restrigdes quanto a sua
utilizagio.

Outro fator que deve ser considerado nos métodos descritos neste relatorio é que a
maioria deles pode apresentar certas variagdes de resultado para uma mesma estrutura
medida. Isso se deve ao fato de que varios desses métodos possuem pontos e/ou ajustes
iniciais escolhidos para a realizagdo do calculo. Esse fator de aleatoriedade adiciona ao
método uma pequena variagdo em cada execugdo, o que pode induzir a um certo erro de
calculo da dimenséo fractal. Este tipo de problema é comum no método boxcounting.

No método Dividers, a vanagdo da estimativa ocorre devido ao calculo do
comprimento da curva comegar a partir de um certo ponto escolhido. Se em uma segunda
execugdo outro ponto for escolhido como ponto inicial para o calculo do comprimento da
curva, um resultado diferente do anterior podera ser encontrado (Figura 15). Uma maneira
de diminuir esse erro é calcular o comprimento da curva para varios pontos iniciais
distintos e calcular o comprimento médio da curva. A partir dessa media do comprimento

da curva é que sera calculada a dimenséo fractal da mesma.






