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RESUMO

Considerando o Modelo de Poténcia ei =a/Vf, i=1,
2,...,k sobre k niveis dc stress V, uma Distribuicdo Exponen
cial com média ei para o tempo de sobrevivéncia e assumindo
um esguema de censuras de tipo II, estudamos o efeito da Re
parametrizacao Ortogonal (Cox & Reid, 1987) adotada para o

parametro f na inferéncia de 8, sobre o nivel de stress usual

1
V1 e mostramos gue a funcdo de verossimilhan¢a maximizada pa
ra 91 é invariante sobre esse tipo de reparametrizacdo. Tam

bém apresentamos um exemplo numérico com dados gerados.

Termos Importantes: Testes de Sobrevivéncia Acelerados, Mode

lo de Poténcia, Distribuigio Exponen
cial, Fungdo de Verossimilhanca Maximiza
da, Reparametrizagao Ortogonal.



1. INTRODUCAO

Usualmente, para minimizar o tempo e o custo de ex
perimentacdo com um certo componente, as indistrias wusam k
niveis de stress para estimar o tempo médio de falha 8i 80
bre o i-ésimo nivel de stress, i=1,2,...,k. Em particular,
estimar o tempo médio de falha 8,+ sobre o nivel de stress
usual.

Seja T >0 uma variavel aleatdria denotando o tempo
de sobrevivéncia de um componente com uma distribuicao expo

nencial com f.d.p. dada por:

-Ait

£(t,2,) = Aje (1)

onde Ai >0 e t>0.

O parametro A, denota a taxa constante de falhas so
bre um nivel de stress Vie 1=1,2,...,k.

O tempo médio de falha sobre o stress v, é dado

por:

1
. (2)
i Ai

e assumimos o Modelo de Poténcia dado por:

(3)

.
Sl

onde a0 >0 e -» <B <w, s3ap parametros desconhecidos.
Uma aplicacao desse modelo com capacitores € dada

por Levenbach (1957).



Com k niveis de stress e um esguema de censuras de
tipo 11 pa}a os dados, isto €, colocamos n; unidades no ini
cio de cada teste para cada nivel de stress Vi e o0 experimen
to termina quando observamos r; falhas. Dai, temos
tini (t(Z)i <in. <t(ri)i: observagbes ordenadas nao-censura
das iguais a trii’ i=1,2,...,k.

Mann, Schapper e Singpurwalla (1974) determinam os
Estimadores de Maxima Verossimilhanca de a e B, a partii dos
quais, fazem inferéncias sobre ei, em particular, sobre 91.
Achcar e Dias (1990) apresentam uma analise Bayesiana do mo
delo de poténcia assumindo uma densidade a priori de Jeffreys
para o e 8 e usam o método de Laplace para integrais para
achar a densidade a posteriori marginal para 91.

Neste trabalho, substituindo o por e1 na funcao de
verossimilhanca para o e B, determinamos diretamente o Esti
mador de Maxima Verossimilhan¢a para 6,: Também, eStudamos
o efeito da Reparametrizagdo Ortogonal (Cox & Reid, 1987)
adotada para o parametro B na inferéncia de 81 e comparamos
a Func¢ao de Verossimilhanca Maximizada para B1 na parametri

zagao original com a Funcao de Verossimilhanca Maximizada pa

ra 9, na parametrizagdo ortogonal,

2. Ui,a ANALISE CONSIDERANDO OS PARAMETROS ORIGINAIS F1 E B

Considerando a f.d.p. {1}, o modelo de poténcia (3)
e dados com esquema de censuras de tipo II, a funcao de ve

rossimilhanga para a e B sobre cada nivel de stress vy € da



da por:

r.8
V‘,Li Vg
Li(a.B) = T, exp{-Ai 7;} ' (4)
a
x, ‘
gnde Ai =j§1 tji’(ni'ri)trii' i=1,2,...,k.

Como estanos interessados em 61, de (3), obtemos a

expressao de a sobre o nivel de stress V,. dada por:

8
a = 91\’1 (5)

A funcdo de verossimilhanga para 91 e B sobre cada

stress V é dada por:

A ry8 AV
L;(8,,B) = —;—(v;) exp{ -3;(

i
%

8
4"y

=) (6)
vy

Dessa forma, a Fungao Log-Verossimilhanga para 91 e

B, considerando-se dados de k niveis de stress Vvvz,n.,v,

escolhidos aleatoriamente € dada por:

k Vi 1 k Vi
1(61,6) = —rlog(61)+Bi§ ril°9(V"'5_ LA (=

) (7)
=1 1 8y 4.1 1Yy

k
onde r = L

. r;: numero total de falhas observadas.

1

Determinando as derivadas, 32(01,8)/391 e BK(&VB)/QB



e igualando-as a zero, obtemos os Estimadores de Maxima Ve

rossimilhan¢a para 91 e B, dados por:

~ k i

6. = I A.l(z=) (8a)
= 1

e B é a solucdo da equagio:

X
ol
Vi

k vi B Vi
§1Ai(V?) log(vq) (8b)

"o X

Vi
r,log (‘—,-1-) =

i=1

[ g

Ai(

i=?

Para resolver (8b), usar método interativo.

A Matriz de Informagdo de Fisher para e1 e £ & dada

por:

™ 1 1 Vi, |
—_ -=—Ellogiz-)])
e2 61 V.‘
k]
1(6,,B) =z (9)
- 5-Ellogigh)) Ellog” (3h)]
1 3 1
L— —
X . k v,
onde Ellog(gh)] = 1 I r;log(gh) e Ellog’ ()] 1 rllogzlv-l).
1 i=1 1 i=] 1

Para construir Intervalos de Confianga para e1 e B,
usualmente, considera-se a normalidade assintotica dos esti

madores de maxima verossimilhanca 61 e B, dada por:

~ a -
(61,8) % N{(e,,8); 17" (6,,8)) (10)



onde:

2,V 1 v
Ellog (\,—1)] B—{E[log(-‘-,:)l
-1 X
I (6115) 'Z
§LEllog(€L)] - —%
1 1 ‘ 91
rz v
e A == Varllog(v-)].
€ 1
1
Também,
2 '
6. ~ °1 } (11)
91 N N(e.'; '—r—f
Elloqzvll
onde f = L , e um Intervalo de Confianga a

Var [log (V—V1) )

100(1-a*) ¢ para 8, é dado por:
(6,22a%72 8, /1) (12)

3. A REPARAMETRIZACAO ORTOGONAL PARA O PARAMETRO B

Como discutido por Cox & Reid (1987) a parametriza
cao ortogonal € uma parametrizagdo que diagonaliza a Matriz
de Informagao de Fisher (9). Assim, transforma-se os parémg
tros originais 61 e 8 no modelo (7) para os parametros orto

gonais 61 e A. O parametro ) & obtido resolvendo-se a equa

¢ao diferencial



616 98 = bab, (13)

onde b =Ellogly-)] e d=Ellog”(g-)].
1 1

Esta diferencial detefmina uma transformagao um=~a

um,

A= 8- 10ge, (14)

Entdo, a funcdo log-verossimilhanca na nova parame
trizacdo é dada por:

v. A*%Log(61)

A, (=)
i V1

™M X

1
£1(6,,2) =~rlog (6 )+xb [\ +$log(91)] -e—’1 I
(15)

Para um valor 6, fixo, diferenciando (15) com res

peito a A e iqualando a zero, obtemos:

b ~
8(91) =g 109(61) +A(61) (16)

Dai, observa-se que a fungao log-verossimilhang¢a ma
ximizada para 61 na parametrizagdo original 1(81,581) coinci
de com a Funcdo Log-Verossimilhan¢a Maximizada na parametri
zagao ortogonal 1(01,361), isto €,

~

L(6y0Bg ) £ 208,10 ) (17)

Também, para um A fixo, diferenciando (15) com res

peito a 91 e igualando a zero, obtemos:



b
A+glog(6,)

k v ~
~An 1 i
6, == I A (5) (18)
1 T .1 i Vi
Substituindo A por i, obtemos:
kK V., B
o 1 i
6, = -~ L A (57 (19)
1 rg ., i V1

onde £ & o Estimador de Maxima Verossimilhanga de B, dado pe
la solugao da equacdo (8b), e notamos que (Ba} coincide com
(19).

A Matriz de Informacao de Fisher para'e1 e ) e dada

por:

% (log (3-) ]

r 1

{1 - ————} 0

02 E[logz(-\-,‘—];)l

1(91,)\) =
0 ""—T"—1 .
rEf[log (V-)]

— 1 o

(20)

e 05 parametros b, e A sao ortogonais.

Denotando a variancia assintotica de 61 na parame
trizagao original por VarAss(61) e a variancia assintotica

para %1 na parametrizagao ortogonal por Var;ss(e1), temos

que,



1
Varass(91) -VarAss(e1)=

2
1

Ezllog(eL)]
1

{1~ )
Ellog (;}%)1

6
(21)

e um Intervalo de Confianca Assintético a 100 (1-a")% para e,

na parametrizacdo ortogonal € dado por (12).

MPLO

4. UM EXE

Considere os dados gerados usando o modelo de potén

cia (3) para cinco niveis de stress com a =500 e B=0,8 gque

‘

sdo dados na Tabela 1, determinados por Achcar e Dias (1990).

TABELA 1 - Dados Gerados com a =500 e B =0,8.

i v, 0, n, r, OBSERVACOES NAO CENSURADAS

1 0  79.24 30 5 6,8 10, 12, 14

2 20 45.52 30 8 4,5,5,6,8, 8, 9,10

3 3 32,90 3 12 2,3,3,56,7,7,8,8,9,10,17
3,3,4,5,6,6,8, 9,10,

4 0 2,0 30 B 4572702013014 14,14 1524

5 00 21,87 0 22 2,3,4,5 5,8,8,8, 9,10,12,

13,14,14,15,18,18,18,19,20,20,27

Na Figura 1, do grafico da fungdo de verossimilhan

¢a maximizada para 61 na parametrizacao original e ortogo

nal, observa-se a coincidéncia das duas curvaturas.
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FIGURA 1 - FuncoOes de Verossimilhanca Maximizadas para 81 nas

Paramct vizacoes Oriainal ¢ Ortogonal.

Considerando-se a parametrizagao original e os Esti
madores de Maxima Verossimilhanga (8a) e (8b), obtemos: £ =

= 0,7994 e B, = 79,4228. Usando (12), um Intervalo de Con

1
fianca a 90% para 01 € dado por: (33,6202; 125,2357). Na pa



rametrizagao ortogonal, considerando {18) e (19), obtemos o
Estimador de Maxima Verossimilhanga é; = 79,4228 coincidente
com 51 obtido de (Ba) e um Intervalo de Confianca a 90% para

0, é exatamente igual ao Intervalo de Confianca a 90% para

1
91 obtido na parametrizacado original.

O fato é que observando-~se a Figura 2, do grafico
dos contornos da Fungao de Verossimilhancé para 81 e B - na
paramctrizacado original - ndo se nota uma forma eliptica, im
plicando que uma aproximacdc Normal Assintética para os Esti

~

madores de Maxima Verossimilhancga 8, e B ndo é boa. Ja, na

1
Figura 3, dos contornos da Fqncéo de Verossimilhanca para 61

e A - na parametrizacao ortogonal - observa-se uma forma, re
lativamente, mais eliptica, sugerindo uma apréximacéo Normal
AssintoOtica relativamente melhor. Além disso, a maior in
fluéncia da Reparametrizacdo Ortogonal (Cox & Reid, 1987) e
obscrvada para parametro ortogonal e nio para 8,

De fato, através da Reparamectrizagdo Ortogonal (Cox
& Reid, 1987) adotada para o parametro 8, conclui-se gue ndo

é preciso a preocupacado com a influéncia do parametro £ na

inferéncia sobre 01, e trabalhar diretamente na parametriza

cio original ¢ wia boa estratogia, Esse tipo do reparanctrd

zagao se torna interessante quando queremos estudar o compor

tamento conjunto dos parametros uma vez que impoe uma grande
mudanca na curvatura da Fungdo de Verossimilhanga para os pa

rametros (ver Figuras 2 e 3).
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FIGURA 2 - Contornos da Fungao de Verossimilhanga para 6‘1 e

I' = na Parametrizagio Oriainal.
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I'IGURN 3 - Contornos da Funcio de Verossimilhanga para

) - na Parametrizacao Ortoogonal.
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