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Resumo. Buscamos, neste trabalho, resolver numericamente as equagoes que
modelam os escoamentos incompressiveis 2D para fluidos newtonianos, des-
prezando eventuais variacGes de temperatura, bem como os efeitos dessas va-
riagdes. Com isso, as equagbes empregadas passam a ser a da conservagao
da massa e as da conservagao do momento nas diregoes x e y. Estas podem
ser escritas em varias formulagdes ou acoplamentos, matematicamente equi-
valentes entre si, sendo que, aqui, dois foram considerados para a geracao de
resultados numéricos: acoplamento pressao-velocidade e acoplamento corrente-
vorticidade. Antes disso, porém, descrevemos o método numérico empregado
na resolucao do conjunto acoplado de EDPs que fazem parte de cada formulacao
- desenvolvemos os métodos MAC, em sua versdo SOLA, para o acoplamento
pressao-velocidade e apresentamos o procedimento geral de solugao para o aco-
plamento corrente-vorticidade. Outro aspecto aqui considerado diz respeito ao
conveniente tratamento das condigoes de fronteira que devem ser utilizadas, de-
pendendo da porgao do dominio considerada (fronteiras rigidas, periddicas, de
simetria, de entrada de fluido, de saida de fluido e o cuidado especial que deve
ser tomado com eventuais “quinas” em fronteiras rigidas), as quais se tornam
bem mais faceis de tratar pela versdo SOLA do método MAC. Finalmente, uma
vasta quantidade de resultados numéricos para problemas “classicos” é apre-
sentada.

Palavras-chave. escoamentos incompressiveis 2D, equagoes Navier-Stokes,
método MAC, método SOLA, acoplamento pressao-velocidade, acoplamento
corrente-vorticidade, InnerFlow 2D, simulacao numérica.
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Capitulo 1

Introducao as equacoes
governantes

As equacoes que modelam um escoamento bidimensional, sem superficies livres,
viscoso, incompressivel (sem variagoes na densidade no fluido, a qual é uma
constante que chamaremos de pg) e tal que eventuais variagoes de temperaturas
possam ser consideradas “pequenas” o suficiente para que alteracoes na densi-
dade e na viscosidade do fluido possam ser consideradas despreziveis sdo dadas,
na forma adimensional e conservativa, por

Uy +vy =0
ut + (“2)1 + (vu), = —pa + 779° + gz (Uaw + uyy) (1.1)
v + (uv), + (112)y = —py + 7-9Y + 7= (Vaw + vyy)

onde as grandezas adimensionais v = u(x,y,t), v = v(z,y,t) e p = p(x, y, t) sao,
respectivamente, as componentes da velocidade, ao longo das diregoes z e y, e
a pressao sobre o elemento de fluido localizado na posigdo (z,y) no instante ¢.
J4 os termos ¢g* = g*(x,y,t), g¥ = g¥(z,y,t) devem ser compreendidos como as
componentes, ao longo das direcoes = e y, respectivamente, de uma aceleragao
adimensional, ocasionada por uma forga de campo, que afeta o elemento de
fluido localizado na posi¢ao (z,y) no instante t.

A primeira equagdo em (1.1) estabelece a conservaciao da massa, também
sendo chamada de equacao da continuidade, enquanto que as duas seguintes sao
as equagoes de Navier-Stokes propriamente ditas, simplificadas para o tipo de
escoamento que estamos considerando (incompressivel e newtoniano), e especi-
ficam, respectivamente, a conservagao do momento ao longo das direcoes z e y.
Neste trabalho, por simplicidade de comunicagao, o conjunto de EDPs dado em
(1.1) serd chamado, indistintamente, de equagoes de Navier-Stokes.

O processo de adimensionalizacao sé é possivel pela especificagao de valores
de referéncia Ly, Vg, po, to, para, respectivamente, o comprimento, a velocidade,
a densidade e o tempo. Com isso, as grandezas adimensionais se relacionam com



as grandezas dimensionais associadas (que aqui recebem o indice %) da seguinte
forma:

—_ z )
x_LO’ y_LOa
— u — v
u = Vo v = Vo’ (12)
_ t"V _
t= Lo p_POV(?.

Observamos, também, que no conjunto de equagoes adimensionalizadas sur-
gem duas constantes, a serem dadas por

il _ Voby 13)

Re

2
Fr= V—O,

gLo
sendo, respectivamente, os nimeros de Reynolds (Re) e Froude (F'r), onde p é
o coeficiente de viscosidade dinadmica ou molecular e v é o coeficiente de viscosi-
dade cinematica do fluido. Ja g faz referéncia a uma intensidade caracteristica
de uma aceleragao associada a uma forga de campo que atinge o escoamento
como um todo?.

Podemos notar, entao, que o niimero de Reynolds fornece a razao entre as
forgas inerciais e as forgas viscosas ou difusivas que operam no escoamento,
isto é, a razao entre os processos de conveccao e de difusao. Assim, quando
Re > 1, temos um escoamento onde o transporte convectivo é mais intenso que
o transporte difusivo, ao passo que, quando Re < 1, o processo difusivo é mais
intenso que o convectivo. Dessa forma, a magnitude do nimero de Reynolds
indica a importancia, para o escoamento, das forgas inerciais (associadas aos
termos convectivos), quando Re > 1, e das forgas viscosas (associadas aos termos
difusivos), quando Re < 1. Alids, nos casos em que Re >> 1, as forgas viscosas
sao importantes apenas na regiao da camada limite, devido a condicao de nao
deslizamento do fluido junto as superficies sélidas.

De forma anéloga, o numero de Froude nos fornece a razao entre as forgas
inerciais e as forcas de campo, sendo 1til para caracterizar escoamentos nos quais
forgas de campo tem papel importante, como, por exemplo, a forga gravitacional
em um escoamento com superficies livres.

A importancia da forma adimensional das equacoes reside no conceito de
similaridade de escoamentos, isto é, escoamentos em geometrias idénticas, a
menos da escala. Assim, com as equagoes que regem o movimento do fluido
sendo escritas na forma adimensional, dado que dois escoamentos ocorrem em
geometrias similares, eles possuirdo as mesmas constantes adimensionais (no
caso, mesmos nimeros de Reynolds e de Froude) que caracterizam o escoamento

(1.4)

1Na maioria dos casos, g é considerada como sendo a aceleracio da gravidade, e daf a
utilizacdo desta letra para especificar a aceleragdo ocasionada por uma forga de campo.



(diferindo, é claro, na especificagio dos valores de referéncia para cada varidvel).
Dessa forma, as respectivas grandezas dimensionais sao obtidas multiplicando
os valores adimensionais pelos parametros de referéncia dimensionais relevantes,
conforme estabelece as relagoes dadas em (1.2).

Devido a esse fato, muitos resultados de simulagoes e testes com modelos
em escala reduzida sao diretamente aplicdveis aos objetos em tamanho real
e geometricamente similares, desde que o mesmo tipo de escoamento esteja
envolvido e que as constantes adimensionais do escoamento sobre o modelo sejam
as mesmas que a do escoamento sobre o objeto real. Com isso, os escoamentos
passam a ser caracterizados pelos valores das constantes adimensionais ao invés
de parametros especificos de cada problema.

Apenas para ilustrar o poder do processo de adimensionalizagao, desde que as
constantes adimensionais sejam as mesmas, faz-se possivel simular o escoamento
de dgua ao redor de um submarino utilizando um tunel de vento (isso é vidvel
desde que baixas velocidades estejam envolvidas, de forma que o escoamento de
ar em torno do modelo do submarino colocado no tiinel de vento também possa
ser considerado incompressivel, como a dgua).



Capitulo 2

Formulacoes para as
equacoes de Navier-Stokes

2.1 Introducao

Analisando o conjunto de EDPs dado em (1.1) do ponto de vista fisico, pode-
mos classificar seus termos da seguinte maneira, onde empregamos a forma nao
conservatival:

Uy +  uuy +ovuy = — Pa + & g +
~~ N—— ~~ ~~
termo transiente termo convectivo gradiente pressao aceleragao de campo
1
st E(uazm +Uyy)
—_———
termo viscoso
1
vy +  wv, vy, =-— Py + g¥ +
~~ —— ~~~
termo transiente  termo convectivo gradiente pressao aceleragao de campo

"'+ﬁ(vm+vyy)
—_———

termo viscoso

Uy + Uy =0
——

divergente ou dilatagao
(2.1)
Matematicamente, temos a existéncia de trés equacoes relacionando o com-
portamento de trés fungoes incégnitas que marcham com o tempo: u = u(x, Y, t),

1Uma vez exigida a necessidade da solugdo satisfazer a conservagdo da massa, podemos
passar facilmente da forma conservativa para a forma nao-conservativa das equagoes de Navier-
Stokes, bastando expandir as derivadas presentes no termo convectivo das equagoes de con-
servagao do momento. Obviamente, o procedimento contrario também ¢é imediato.



v=wv(z,y,t) ep=p(x,y,t). As duas equagoes associadas & conservagao do mo-
mento podem, entao, ser empregadas para integrarmos no tempo cada uma das
componentes da velocidade, devido a presenca de um termo transiente associado
a elas. No entanto, de imediato, tais equacoes nao indicam como a pressao varia
no tempo, restando também a equacao da conservagao da massa, que deve ser
satisfeita.

Assim, embora tenhamos trés fungoes incégnitas em um conjunto de trés
equagoes, nao estd explicito em (2.1) como podemos montar um esquema numé-
rico que marche no tempo e seja capaz de aproximar as trés fungoes desconheci-
das, j4 que nao conseguimos enxergar um modo de satisfazer a equacao de con-
servagao da massa e muito menos uma maneira de aproveitar essa equacao para
alguma coisa. Desse modo, faz-se necessario rescrever as equacoes de Navier-
Stokes de uma maneira mais conveniente a implanta¢ao de um método numeérico.
A esta maneira de rescrever tais equagdes e/ou encontrar relagoes adicionais im-
plicitas a esse conjunto de EDPs damos o nome de formulagéo.

No que segue, apresentamos trés formulagdes que nos fornecem alternativas
para a resolucao do impasse acima explanado.

2.2 Acoplamento pressao-velocidade

Uma primeira formulagao, bastante direta, que serd chamada de acoplamento
pressao-velocidade, tenta encontrar uma relagao adicional a partir das equagoes
(1.1) que seja capaz de nos informar a ligagio existente entre a conservagao da
massa, o campo de pressao a ser estabelecido e as equacoes de conservacao do
momento. Com isso, esperamos encontrar o campo de pressoes que, calculado
a cada instante de tempo, permita as componentes da velocidade, atualizadas a
partir da respectiva equacao de conservacao do momento, satisfazer a equagao
da continuidade.

Assim, calculando a derivada parcial com relagdo a x em ambos os membros
da equagao relativa a conservacao do momento ao longo da diregao x, obtemos

1 1

(ue), + (uz)m + (Uu)yl = —Pyz + T (9"), + e (g + Uyy), » (2.2)
ou, equivalentemente,
2 Lo 1
(uz), + (u )m + (uv)my = —Pzz + T (9%), + e (Uzz + Uyy), - (2.3)

Do mesmo modo, calculando a derivada parcial com relacdo a y em ambos os
membros da equacao relativa a conservagao do momento ao longo da direcao y,
segue que

1 1

(vt)y + (uU)Iy + (’Uz)yy = _pyy + Fr (gy)y + ﬁ (/UIQ; + Uyy)y ’ (2'4)
ou, equivalentemente,
1
(vy)y + (w0),, + (U2)yy = "Pyy t I3 (9"), + e (Vaw + Vyy),, - (2.5)



Logo, somando as equagoes (2.3) e (2.5), conseguimos

(uz +vy), + (u?),, + (v%)

= [, + @) +

v T2 (uv),, =
1

Re y
(2.6)
Mas, observe que
(Uaa + Uyy), + (Voo + Uyy)y = Dzz + Dyy, (2.7)
onde
D = ug +u, (2.8)

é a dilatacao ou divergente, conforme ja haviamos especificado.
Assim, a equagao (2.6) pode ser rescrita de forma a evidenciar uma equagao
de Poisson para a pressao, a ser dada por

Paa + Dyy = T(2,9), (2.9)
onde
2 2 1 x 1
T(a,y) = = (%), + (v%),, + 2 (wo),, |+ 5= [ (7). + (9"), |+ 7= [Dow + Dy
(2.10)

Repare que, na obtencao da equacao de Poisson para a pressao, o termo
envolvendo a derivada temporal na equagédo (2.6) foi desprezado por correspon-
der ao primeiro membro da equagao da continuidade, sendo, portanto, nulo.
Por outro lado, o termo que é multiplicado pelo inverso do numero de Rey-
nolds também envolve a dilatagao, e, pela conservacao da massa, é exatamente
nulo. Apesar disso, esse segundo termo foi mantido, ao passo que o primeiro foi
eliminado, restando a pergunta de: por que esse tratamento diferenciado?

Inicialmente, a exclusao do termo envolvendo a derivada temporal na equagao
(2.6) ocorre, justamente, para que se possa aproveitar a equagdo da continui-
dade de alguma maneira, ji que ela relaciona dois termos que, conforme foi
inicialmente apontado, nao sao problematicos, uma vez que sabemos a variagao
temporal das componentes da velocidade a partir das equacoes de conservagao
do momento. A incégnita problemédtica era justamente a pressao e, a fim de
resolver esse impasse, ja foi dito que o objetivo nesta formulacao era utilizar
a equacao da continuidade para a obtencao de uma equagdo que nos forne-
cesse um campo de pressao conveniente, a partir do qual as componentes da
velocidade, atualizadas pela respectivas equagoes de conservacao do momento,
satisfizessem a conservacao da massa. Portanto, foi exatamente isso que fizemos
e conseguimos, resultando em (2.9).

Quanto ao termo multiplicado pelo inverso do nimero de Reynolds no termo
fonte da equagao (2.9), ele também é exatamente nulo, sendo por este motivo
que ele é preservado, e nao cancelado! Perceba bem, estamos dizendo que ele é
exatamente nulo, porém, quando da solugao numérica, a dilatacao real de cada



célula na malha nunca serd nula, devido a presenca de erros de arredondamento.
Tais erros de arredondamento originam fontes e sorvedouros de massa dentro
da regiao de escoamento, e uma eventual eliminacao do termo em questao faria
com que tais efeitos ndo fossem vistos pelo processo numérico, de forma que,
eventualmente, poderiamos destruir a solu¢gao numérica do escoamento.

Em outras palavras, a manutencao da expressao

1

e [Dyz + Dy (2.11)

no termo fonte da equacao de Poisson faz com sejam levados em conta, no seu
processo de solugao numérica, os erros introduzidos no céalculo do campo de
velocidades, devido & prépria solu¢ao numérica da equagao de Poisson em niveis
de tempo anteriores. Como esses erros fazem com que, D # 0, ambos os termos
na parcela do termo fonte considerada serao, em geral, nao nulos, e contribuem
para estabilizar o calculo da solugao numérica.

Portanto, para escoamentos incompressiveis, a obtencao do campo de pressao
se d4 a partir da equagdo (2.9), sendo tal que permite calcular um campo de
velocidades que satisfaz, simultaneamente, as equacoes de conservacao da massa
e de conservagao do momento, dentro dos limites dos erros de discretizagao das
equagoes e de arredondamentos nos calculos.

Finalmente, ressaltamos que o grande inconveniente dessa formulacao acaba
sendo a necessidade de se resolver uma equagao de Poisson para estabelecer o
campo de pressoes do escoamento em um dado instante de tempo. Numerica-
mente, isto se torna com muita folga a etapa mais cara do processo computacio-
nal que visa resolver as equacdes de Navier-Stokes?. A extensdo para o caso 3D
é andloga, sendo esta a formulacdo menos cara quando se trata de problemas
tridimensionais.

2.3 Acoplamento corrente-vorticidade

Uma outra formulagao possivel as equagdes (2.1) é obtida pela introducao das
fungoes de corrente ¥ = ¢ (z,y,t) e de vorticidade w = w (z,y,t), que devem
satisfazer, respectivamente

{ U=y (2.12)

U:_wa:

W= Uy — Vg (2.13)

Note que as linhas de 1 constante, no dominio da solucao, sao linhas de
corrente, paralelas ao escoamento. Com isso, ndo deve haver escoamento de
fluido ou fluxo entre tais linhas, ou seja, uma particula de fluido localizada
sobre uma determinada linha de corrente deve permanecer nessa mesma linha
de corrente durante todo o escoamento. Por outro lado, a vorticidade esté

2Conforme ficars claro, nenhuma das formulacdes aqui apresentadas serd capaz de se livrar
do inconveniente de exigir a solucdo de, pelo menos, uma equagao de Poisson.
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associada ao movimento rotacional do fluido, sendo uma medida da rotagao do
fluido em torno de um dado ponto.

Para escrevermos as equagoes (2.1) nessa formulagéao, repare que, derivando
a equagao de conservagao do momento ao longo da direcao x com relacao a y,
obtemos

1, .1
(ut)y+uyum+uuzy+vyuy+vuyy = —pmerﬁ (g )y+§ (Uge + uyy)y , (2.14)
ou melhor,
1, .1
(ty ), Uy Ug + Uy +Vy Uy +VUyy = —pmerF—T (g )y+§ (Uazz + Uyy),, - (2.15)

Do mesmo modo, derivando a equagao de conservagao do momento ao longo da
direcao y com relagao a x, obtemos

1 1

(V4), F Uz Vg + Uy + Vg + VUyg = —Dyg + Yo (g¥), + e (Vaz + vyy), (2.16)
ou melhor
1 1
(Vg); + Uzl + UV +VpUy +VVyy = —Pay + o ("), + Te (Vaz +Vyy), - (2.17)

Com isso, subtraindo a equagao (2.3) da equagao (2.5), segue que

(“y - U-T)t + (uy — V) Uz + (uy — V) Vy +u (uy - U:v)_r +v (uy - Uw)y =
1., 1
= = [(69), = 0] + 7 [y = vy + (=2, |5 (219)
mas, pela equagao da continuidade,
(uy — Ug) Uy + (Uy — Vy) Uy = WUy + Wy = w (uy +vy) =0, (2.19)
e lembrando a definigdo da fungao de vorticidade (2.13), obtemos

1 1
Wi + Uwy + vwy = i (gw)y _ (gu)w} + T (Waz + wyy) , (2.20)
que é uma equacdo para o transporte da vorticidade®.
Por outro lado, substituindo as duas relagoes que definem a fungao de cor-
rente em (2.12) na defini¢cdo da fungdo de vorticidade (2.13), notamos que de-
vemos ter

w=uy = Vg = (Yy), = (~¥a), (2.21)
isto é,
1pyy + '(/}:m =w, (222)

3Repare que, a menos do termo fonte adicional presente em (2.20), relacionado as forgas de
campo que agem sobre o escoamento, esta nada mais é que uma equagao de convecc¢ao-difusao
para a vorticidade.
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que é uma equacao de Poisson para a fungao de corrente, a qual tem como termo
fonte a funcao de vorticidade.

Perceba que, da forma como foi definida a funcao de corrente, a conservagao
da massa estara sempre garantida pelo campo de velocidades, pois,

Portanto, conseguimos rescrever as equagoes de Navier-Stokes (2.1), pela in-
troducao das fungoes de corrente e de vorticidade, através das seguintes relagoes
interdependentes,

U =1,

v =4,

W= Uy — Vg (2.24)
we+uwy +owy = 7 (97, = (9%)] + 7 (e +w3)

Z/Jyy + ¢za: =w,

as quais, do ponto de vista numérico, sao as mais atraentes possiveis, pelo menos
para o caso 2D*, pois:

e dispensam qualquer tipo de tratamento especial para a pressao, que pode
ser eliminada das equagoes representativas do acoplamento;

e a equacao da continuidade fica sempre automaticamente garantida;

e a equagdo de Poisson para a funcdo de corrente em (2.24) é bem mais
simples que a equagao de Poisson para a pressao obtida no acoplamento
pressao-velocidade;

e a equacao do transporte de vorticidade, juntamente com as demais equa-
¢Oes que permitem a obtencao do campo de velocidade em (2.24), sdo,
do ponto de vista estrutural, bem mais simples que as equagoes de con-
servagao do momento, utilizadas para a atualizacao do campo de veloci-
dade no acoplamento pressao-velocidade.

Apesar dessas vantagens, o fato da distribuicao de pressao nao ser calculado
nessa formulacao nao pode ser considerado uma vantagem absoluta, pois, o
conhecimento de tal varidvel pode ser necessario em determinadas aplicacoes.
Neste caso, ainda a partir desta formulagao, o calculo da pressao pode ser feito
adicionando a esse acoplamento a equacao de Poisson para a pressao obtida em
(2.9).

40 custo computacional da extensdo dessa formulacio para problemas tridimensionais nao
é competitivo perante o acoplamento pressao-velocidade. No acoplamento corrente-vorticidade
para problemas 3D, em vez de uma fungao escalar 1) passamos a ter um vetor potencial ¥
que possui trés componentes. Da mesma forma, a fungao de vorticidade também deixa de ser
escalar, de forma que passamos a lidar com w?®, w¥, w*, que nos ddo uma medida da rotacao
do fluido, respectivamente, ao longo dos planos de x, y, z constantes. Portanto, a extensao
do acoplamento corrente-vorticidade para o caso 3D passa a exigir a solugdo numérica de trés
equagoes de Poisson e de trés equagoes de convecgao-difusdo a cada instante de tempo (além,
é claro, de algumas EDPs adicionais que permitem a atualizagdo do campo de velocidade), o
que se torna bastante caro em termos computacionais.
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2.4 Acoplamento vorticidade-velocidade

Uma terceira forma de escrever as equagoes (2.1) é utilizando somente as varidveis
vorticidade e velocidade, originando o que aqui chamamos de acoplamento vorti-
cidade-velocidade.

Nesta técnica, voltamos a empregar a equagao para o transporte da vorti-
cidade, dada em (2.20). Além dessa equagdo, duas equagoes de Poisson, uma
para cada componente da velocidade sao estabelecidas.

Com efeito, derivando parcialmente a definicao de funcao de vorticidade,
dada em (2.13), com relagdo a x, obtemos

we = (ty), — (Vz), (2.25)

ou melhor,

a partir de onde, lembrando que a equacao da continuidade especifica
Uy = —Uy, (227)

alcancamos
Vg + Uyy = —Ws. (2.28)

De forma analoga, derivando parcialmente a definicao de fungao de vortici-
dade, dada em (2.13), agora com relagdo a y , obtemos

wy = (uy), = (Va)y ; (2.29)

ou melhor,
Wy = Uyy — (vy), - (2.30)

Novamente, recorrendo a equagao da continuidade, encontramos
Ugy + Uyy = Wy. (2.31)

Portanto, o conjunto de EDPs que compdem o acoplamento vorticidade-
velocidade é dado por

Wt + Wy +vwy = ﬁ (gw)y - (gy)z:| + é (Waa + wyy)
Vg + Vgz = — Wy
Ugz T+ Uyy = Wy,

(2.32)

onde, mais uma vez, conseguimos eliminar o tratamento especial que devia ser
dado a pressao, ji que eliminamos tal funcao da formulagao. Tal formulagao
nos indica como a func¢ao de vorticidade avanca no tempo, para, a seguir, reger
um campo de velocidade que satisfaz uma configuracao de equilibrio, expressa
nas equagoes de Poisson, o qual deve ser coerente com a vorticidade naquele
instante de tempo.

Certamente, das trés formulagoes aqui abordadas para as equagoes de Navier-
Stokes, esta é a que requer um tratamento numérico mais simples, pois, exige a
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solugao de, apenas, equagoes cldssicas (para as quais existe uma ampla variedade
de métodos numéricos) e envolve um nimero minimo de varidveis, compativel
com o numero de equagoes disponivel. Porém, a solugdo numérica de duas
equacdes de Poisson é algo que possui um custo computacional relevante®. Por
tais motivos, as equagoes que compoem essa formulacao nao serao utilizadas
para a obtencao de resultados numéricos neste trabalho.

5Resolver uma equacio de Poisson a cada instante de tempo, para determinar uma confi-
guragao de equilibrio para uma variavel ji é caro. Sendo assim, o que dizer entdo da necessi-
dade de resolver duas equagdes desse tipo, conforme propoem esta formulagao?
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Capitulo 3

Integradores temporais

Quando estamos interessados apenas no estado estaciondrio® que um escoa-
mento deve alcangar, isto é, no campo de velocidade e distribuicao de pressao
estacionada, a utilizagao de uma aproximacao de primeira ordem para o termo
transiente é suficiente para o objetivo almejado.

Por outro lado, se queremos determinar o instante em que a solugao numérica
atinge o estado estaciondrio? ou analisar o desenvolvimento temporal de um
dado escoamento, pode ser necessario investir em melhores aproximagoes numé-
ricas para o termo transiente da EDP.

Conforme ja deve ser de conhecimento do leitor, cada um dos termos pre-
sentes em uma EDP exige discretizacoes especiais, préprias a ele, as quais sao
influenciadas pela funcao que desempenham no processo fisico real. Este tra-
tamento distinto a cada termo é uma condigao necessaria para que a solugao
numérica calculada possa fazer uma boa “mimica” da solucgao fisicamente rele-
vante ao problema que esta sendo resolvido.

Assim, para o termo transiente de uma EDP esta realidade nao poderia ser
diferente. Desse modo, considere uma EDP, com funcao incégnita £ = £(z, y, t),
sendo escrita de forma a enfatizar a evolugao da solugao com o tempo, ou seja

23

a :f(xayat7§)7 (31)

onde a funcdo f = f(z,y,t,£) deve abranger todos os demais termos da EDP3.

IDefinimos como o estado estacionério da solugdo numérica de uma EDP & configuracio
de solugdo que ocorre a partir de um determinado instante de tempo, a partir do qual a
variagdo temporal da solugdo pode ser considerada desprezivel. Ressaltamos que nao é toda
EDP que apresenta um estado estaciondrio para sua solugdo. Em muitos casos, a solugido
pode apresentar um comportamento periédico, que se repete indefinidamente apés um dado
intervalo de tempo.

2Do ponto de vista numérico, o estado estaciondrio para a solugao de uma EDP (que modela
um problema cuja solugdo fisica admite um estado estaciondrio) pode nao existir, devido aos
erros de arredondamento oriundos da aritmética computacional finita. Assim, dizemos que o
estado estaciondrio da solu¢do numérica de uma EDP foi atingido quando as variagoes dessa
solugdo com o passar do tempo for menor que uma dada tolerancia especificada.

3Note que & = £ (z,y,t) pode perfeitamente ser uma fungio que assume valores vetoriais,
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Sabe-se, pela ocorréncia de diversos casos classicos na literatura, que aplicar
as mesmas técnicas de aproximagao usadas para derivadas espaciais no termo
transiente nem sempre resulta em métodos convergentes, e, quando resulta,
isto se da invariavelmente pela alteragao da discretizagao dos demais termos
da EDP, originando estratégias de discretizacao especificas demais para serem
generalizadas a equagoes semelhantes de mesmo carater.

Assim, supondo que ja tenhamos escolhido uma forma de discretizacao para
os termos da EDP englobados pela funcao f = f(z,y,t,£), nosso intuito aqui
é escolher uma discretizacao adequada ao termo transiente que tenha grande
chance de funcionar independentemente da discretizacao escolhida para os ter-
mos que compdem f = f(z,y,t,&). Esta, obviamente, ndo é uma tarefa simples
para ser realizada, e, muito menos, facil, de forma que qualquer escolha tomada
possa ser justificada previamente (antes de exibir resultados adequados) por
completo.

A experiéncia mostra, porém, que o melhor modo de “ler” a equagao (3.1) se
d4 imaginando que a solugao & = £(x, y,t) em um dado instante de tempo avanga
para um instante de tempo seguinte apenas pela atuacao da varidvel temporal,
0 que constitui uma hipétese bastante plausivel! Isto, de certa forma equivale
tratar (3.1) como se = e y fossem apenas pardmetros para £, a qual avanga
no tempo sendo considerada apenas uma fungao do préprio tempo (ou seja, é
como se tivéssemos £ = £ (t)). Em outras palavras, isto significa “enxergar uma
EDO” em (3.1).

Com isso, temos agora “argumentos fisicos” para generalizar métodos utili-
zados na solugao numérica de EDOs para a integracao do termo transiente de
uma EDP. Assim, dispondo de uma aproximacao F' = F(t,£) para f = f(¢,€)
sobre o dominio espacial®, resta apresentarmos alternativas para a integracéo
numérica de (3.1). Com esse intuito, podemos empregar as seguintes técnicas:

Euler Explicito de ordem 1 (EE) :
§ =€ + (A F (ta,€]). (3.2)
Euler Implicito de ordem 1 (EI) :
G =6+ (A F (tnr, 67 (3:3)
Runge - Kutta de ordem 2 (RK 2) :

n 1
€72 =ep+ BUF (t,,7),

caso em que, ao invés de uma unica EDP passariamos a ter um sistema de EDPs acopladas.
4Note que, para enfatizar a atuacio do tempo na integracdo do termo transiente, omitimos

as varidveis independentes de natureza espacial nas funcgoes F = F(t,€) e f = f(¢,€), ficando

subentendido que tais fungées atuam em cada um dos pontos do dominio espacial.
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Runge - Kutta de ordem 4 (RK 4) :

) ey GOy by = F(t,60),
D =g+ 0 = (106" ).
n+1)* n nt+3)""

fz( +1) = gi + (At) k37 k3 =F (t(nJr;)**?gz( ) > )
fz‘(n—‘rl)* =&+ % (k142 (ko + k3) + ka], by =F (t(n+1)*7fi(”+1)*> .
(3.5)

Adams - Bashforth de 2 passos (AB 2) :

At _

gl =¢r 4 % [3F (tn,&") — F (ta—1, &7 Y)]. (3.6)

Adams - Bashforth de 3 passos (AB 3) :

(At)

n+1 __ n
GU=& 12

[28F (0, €7) — 16F (tu1,671) 4 5F (a2 )]
(3.7)

Adams - Bashforth de 4 passos (AB 4) :

g0 = &+ O 558 (1,60) — 59F (tas, €) 4 8TF (10 6772) -
— OF (tn-3,&")] . (3.8)

Adams - Bashforth de 5 passos (AB 5) :

(At)

=g+ o [1901F (b, &) — 2774F (tn 1, €7 71)] + -
. .+% [2616F (tn—2,&]'?) — 1274F (tn_3,&8 ") + 251F (tn-4, & )] .
(3.9)
Adams - Moulton de 2 passos (AM 2) :
At
Grl=g+ —<12) [5F (tns1,677") +8F (00, &) = F (ta-1.6771)].
(3.10)
Adams - Moulton de 3 passos (AM 3) :
n+1 n (At) n+1 n n—1
& = G+50 [9F (tng1, &) + 19F (5, &) = 5F (tn—1,&"") +---
P (&), @)
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Adams - Moulton de 4 passos (AM 4) :

At At
G =g+ %[QmF( bt )] + (720) (646 (tn, &) —

= 264F (tn_1,&" ") + 106F (tn_2, &%) — 19F (t,—5,£'%)] .(3.12)
Previsor - Corretor de ordem 3 (PC 3) :

f(nJrl = gn + (At) [23F (tn7€;ﬂ) - 16F( n— 17€ ) +5F ( n— 275?72)] ’

& = €+ 9 [5F (1 &71) +8F (0, &) = F (a6 )|
(3.13)

Previsor - Corretor de ordem 4 (PC 4) :

5(”“) =&+ 7@3 [1901F(71,571)—27741?(n 1,5%1)] .

gt =g+ G2 [9F(t ey & +”)+19F<n,s>---—

SF (e ) F (102 6],
(3.14)

Lembramos que, no caso de métodos de mais de um nivel, as condigoes
de partida devem ser calculadas por métodos que exijam menos niveis que o
método inicialmente desejado, e isso com uma precisao coerente. Simplesmente
utilizar um método de baixa precisao para obter valores de partida para um de
maior precisao, certamente, fornecera a este utimo dados imprecisos, que dimi-
nuirdo, assim, seu desempenho®. Dessa forma, temos, basicamente, as seguintes
possibilidades para a obtencao dos valores de partida:

e tomar estes valores a partir da solugao exata: embora fosse o ideal a
nivel de precisdo, nem sempre ela estd disponivel (se estivesse, ndo seria
necessdrio utilizar um esquema numérico para aproximé-la);

e utilizar um método de ordem mais alta e de apenas um nivel: é uma
possibilidade concreta em varias ocasioes, mas, a medida que aumentamos
a ordem da aproximacao, o nimero de niveis utilizados também costuma
aumentar, tornando tal alternativa invidvel em alguns casos;

e utilizar um método de nivel inico com ordem mais baixa, mas, com um
passo temporal reduzido: certamente, é essa a opgao mais vidvel para
um caso geral, com a reducao no passo temporal sendo indicada pela
discrepancia de precisao entre o esquema utilizado para calcular os valores
de partida e o esquema empregado para utilizar tais valores.

5Em outras palavras, condicdes de partida pouco precisas acabario propagando erros que
tornarao initil a alta precisdo do esquema adotado: nao adianta empregar um esquema de alta
ordem com mais de um nivel se as condigoes de partida utilizadas nao forem suficientemente
precisas!
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Por fim, lembramos que a aplicacao das estratégias de discretizagao do termo
transiente aqui apresentadas, obviamente, exige uma anélise mais profunda so-
bre questoes como a consisténcia e a estabilidade do método numérico resultante,
a qual s6 pode ser realizada no momento em que a aproximagao F' = F(t,€)
para f = f(t,&) é especificada (ou seja, quando especificamos a discretizagao
dos demais termos da EDP).
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Capitulo 4

Solucao numérica das
equacoes de Navier-Stokes
pelo acoplamento
pressao-velocidade

4.1 Introducao

Além do artificio algébrico empregado para a obtengdo de uma equagao de
Poisson para a pressao (a qual nos fornece a distribuigao de pressdao sobre o
dominio espacial que determina o calculo de um campo de velocidade, a partir
das equagoes de conservagao do momento, que satisfaz a equacao da continui-
dade), alguns outros “malabarismos” se fazem necessarios para a obtengao de
um método numérico que resolva as equagoes de Navier-Stokes por essa for-
mulagao.

Tais “malabarismos” dizem respeito, em especial, & malha que deve ser
empregada no processo de solugao numérica. Para evitar que a discretizacao das
equagoes diferenciais envolvidas nessa formulacao crie um conjunto de equacoes
a diferencas desacopladas entre si, bem como evitar a utilizacdo de métodos de
primeira ordem para a aproximagao da pressao, faz-se imprescindivel a utilizagao
do conceito de malha deslocada, na qual grandezas distintas sao avaliadas em
posicoes diferentes da célula computacional[4].

Assim, dada uma célula da malha, as velocidades sdo avaliadas nas respecti-
vas faces normais, ao passo que a pressao é avaliada sempre no centro da célula,
conforme ilustra a Figura 4.1.

Recomendamos fortemente ao leitor que se familiarize bem com esse tipo de
célula antes de seguir para o estudo dos métodos numeéricos que trabalham com
essa malha, os quais serao apresentados a seguir. Um bom exercicio pode ser
encontrar a indexacao das grandezas nas demais faces da célula C; ;, bem como
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Figura 4.1: Indexacao das grandezas discretas na malha deslocada. Na ilus-
tragao, mostramos a célula C; ;, onde, embora todas as grandezas sejam inde-
xadas com o mesmo par ordenado de indices, as propriedades sao avaliadas em
locais distintos.

nas células adjacentes, onde observamos que as células adjacentes a célula C; ;
pelas faces norte, oeste, sul e leste sdo, respectivamente, C; j+1, Ci—1,;, Ci j—1,
Ci+1,j'

4.2 O método MAC

Sem duvidas, este é o esquema numérico que busca resolver as equacoes do
acoplamento pressao-velocidade da maneira mais direta possivel, realizando,
literalmente, uma “mimica” discreta com as mesmas justificativas associadas a
construgao da formulacao da qual toma emprestadas as equagoes diferenciais
que resolve.

O método MAC (Mark And Cell) foi inicialmente desenvolvido para o tra-
tamento de escoamentos com superficies livres, nos quais particulas marcadoras
(markers) sao consideradas para dar a localizacao da superficie livre do fluido.
Neste trabalho, porém, estamos interessados apenas em escoamentos confinados,
nos quais o fluido preenche todas as células do dominio computacional, sendo,
portanto, dispensada a existéncia de particulas marcadoras.

A aproximagdo do termo transiente no método MAC é baseada no método
de Euler explicito. Assim, todos os termos que envolvem derivadas parciais
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espaciais de velocidades sendo discretizados no nivel de tempo n, de forma que,
apos a aplicacao do integrador temporal, determinamos o campo de velocidade
no nivel temporal (n+1). Algebricamente, a aproximacao para a derivada
temporal adotada significa que,

n+1 n
w| fw+o(m§) (4.1)
tlit1,j — At :
€
n+1 n
Vij+1 — Yij+1
’Ut|¢,j+1 = % + O (AY). (4.2)

Com isso, a discretizagdo adotada para as equagoes de conservagdo do mo-
mento, respectivamente, ao longo das diregoes x e y, sao dadas por

1 .
U?J:_Lj = iy + (AL) [—conva}y, ; + exta}y ; +viscr, ] —
—+1 n+1 n+1 n+1
—(An) R S B - (A S (43)
e
41 .
ij-i-l = v{fjﬂ + (AY) [fconvyﬁj_‘_l + extygfﬂ_l + mscy{fjﬂ] -
n+1 n+1 n+1 n+1
Pij+1 — Dij Pij+1 — Piy
—(At) T W =GP — (A B 4.4
( ) Ay 1,7+1 ( ) Ay ( )

Observamos que em (4.3) e em (4.4) os termos chamados de convz, convz,
extx, exty, viscr, viscy deixam em aberto a discretizagao que serda adotada,
respectivamente, para os termos convectivos, termos fontes associados a forgas
de campo e termos viscosos, com o sufixo x ou y fazendo referéncia a equacao em
que o termo aparece (equagao de conservacido do momento ao longo da diregao
x empresta o sufixo x, enquanto que a equacao de conservagao do momento
ao longo da direcdo y empresta o sufixo y). Pode, assim, haver, inclusive,
tratamentos distintos para estes termos em cada uma das diregoes do dominio
espacial (ou seja, em cada uma das equagoes).

Salientamos também que a discretizagdo adotada para a pressao, devido ao
fato da malha ser deslocada, é uma diferenca centrada de segunda ordem.

Além disso, os valores da pressdo que sdo utilizados ji estdo no nivel de
tempo (n+ 1) e sdo estabelecidos de forma que as velocidades atualizadas no
nivel de tempo (n + 1) satisfacam a equacio de conservacio da massa !.

Com efeito, se desejamos que as velocidades calculadas no nivel de tempo
(n + 1) satisfacam a equagao da continuidade na célula C; ;, deveremos impor
n+1 ntl . %ig1,; Uiy ii+1 — Yig o
i+3g T Oliges ™ Az + Ay =0 (4.5)

n+1 n+1 n+1 vn+1

Ug|

INote a semelhanca do discurso que justifica esta passagem da construcdo do método
MAC com a argumentagao realizada na construcdo do acoplamento pressao velocidade (mais
especificamente, quando foi obtida a equagdo de Poisson para a pressdo). Definitivamente,
o método MAC simplesmente discretiza as idéias ji obtidas para a obtencdo das equagoes
diferenciais que constituem esta formulagao.
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onde, utilizando as expressoes (4.3) e (4.4), obtemos a equagao

1 1 1 1 1 !
p?-;,j - QP;L,T +p?j_l,j + p?j+1 — QPZ;!_ +p?j—1
(Ax?) (Ay?)
_ 1 i1,y — 7 4 Gl — Gl ’ (4.6)
(At) Ax Ay

que aparenta ser, a primeira vista, uma versao discreta de uma equacao de
Poisson para a pressdo. Mas, na verdade, (4.6) é mais do que uma verséo discreta
de uma equagio de Poisson para a pressao: é a discretizacao da equacao (2.9),
onde chamamos a atencao do termo fonte de ambas apresentarem os mesmos
termos associados.

Portanto, pelo método MAC, supondo que temos o campo de velocidade e
a distribuicao de pressao no nivel temporal n, a determinagao dos mesmos no
nivel temporal (n 4 1) segue a seguinte sequéncia:

1. calculamos o termo fonte da equacao de Poisson (4.6) em todas as células
do dominio computacional;

2. resolvemos a equagao de Poisson;

3. uma vez obtido a distribuigao de pressao sobre todas as células do dominio
no nivel de tempo (n + 1), atualizamos as velocidades, através das ex-
pressoes (4.3) e (4.4), do nivel de tempo n para o (n+1).

4.3 Condicoes de estabilidade para o método
MAC

A obtengao de condigoes de estabilidade para esquemas numéricos voltados a
EDPs nao-lineares é um problema dificil de ser tratado analiticamente.

O que costuma ser feito, entao, é a linearizagdo da EDP, pela majoragao
de alguns termos (de forma a remover a ndo-linearidade) para, em seguida,
aplicar os critérios de estabilidade usuais de esquemas numéricos para EDPs
lineares (podem ser empregados tanto o critério da matriz como o critério de
von Neumann, sendo adotado aquele que fornecer a condicao de estabilidade
mais restritiva). Apesar desse procedimento nao ter uma justificativa teérica
muito rigorosa, funciona muito bem na prética?.

Antes, porém, de apresentarmos uma restricao de estabilidade para o método
MAC, devemos exibir as discretizagoes que serao empregadas no tratamento dos
termos convectivos e viscosos neste trabalho, as quais sao dadas por:

2Lembramos também que, devido a nao linearidade do problema, a equivaléncia de Lax néo
mais pode ser empregada para certificar que um esquema estavel e consistente apresentard
uma solugdo que converge para a solugdo exata a medida que a malha é refinada. Apesar
disso, vale observar que a consisténcia e a estabilidade sdo, sempre, duas condigdes necessarias
para que um método numérico possa convergir para a solucdo exata da EDP.
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convxy ;= + , (4.7

convy;' ;g = +

n n n n n n
Uiy = 2uiny F e Wiy~ 2 F Ui
2 2
Re (Az) (Ay)

o
VISCTq ;=

(4.9)

Loty — 200 F 0l Vi 2000 T U
2 2
Re (Az) (Ay)

ViSCY i = 4.10
,j+1

Note que os termos viscosos tém suas derivadas de segunda ordem sendo
aproximadas por diferengas centradas de segunda ordem.

Ja no tratamento dos termos convectivos aparecem indices fracionérios, de
forma que os pontos indexados nao estao na malha. O valor da solugao nesses
pontos “intermedidrios” aos pontos da malha sao obtidos por interpolacao,
sendo a estratégia de interpolagao empregada o que costumeiramente se chama
de esquema convectivo.

O esquema convectivo aqui adotado toma o valor da solugao numérica em
pontos de indice fracionario sendo aproximada por média aritmética simples do
valor da solucdo nos dois pontos vizinhos da malha onde a grandeza estéd defi-
nida. Assim, as grandezas que aparecem elevadas ao quadrado sdo aproximadas
como o quadrado da média, e nao como uma média do quadrado das grandezas
em pontos vizinhos. Desse modo, é facil notar que tal estratégia resultard em
uma aproximagao por diferencas centradas de segunda ordem para os termos
convectivos?.

No que diz respeito a critérios de estabilidade, a primeira restricao vem da
condicao CFL, pela qual devemos impedir que a solug@o viaje por mais de uma
célula durante um passo temporal. Com isso, tendo em vista o processo de
convecgao, podemos estipular a seguinte restrigao para o incremento no tempo,

At < min (Am Ay) : (4.11)

[ul” ol

a qual sempre deve ser satisfeita, independentemente do esquema convectivo
adotado.

3Portanto, pela estratégia de discretizacdo adotada, tanto para as derivadas espaciais como
para a derivada temporal, é bastante intuitivo notar que o método criado serd consistente,
com segunda ordem de precisdo no espago e primeira ordem no tempo.
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De forma andloga a definigao da condigao CFL, também devemos exigir que
o processo de difusao nunca supere o espago ocupado por uma célula durante
um passo temporal, o que equivale a exigir

At < fie

1 —, (4.12)
@a? T @y

sendo esta uma restricao sempre presente quando os termos viscosos sao discre-
tizados por diferencas centradas de segunda ordem.

Além disso, devido a estratégia convectiva escolhida, ganhamos um restrigao
adicional, que limita o passo temporal em fung¢ao do nimero de Reynolds e do
campo de velocidade, da seguinte forma:

At < ;emm( LI ) . (4.13)

-
u?’ v?

Note que, por (4.13), o passo temporal adotado deve ser cada vez menor con-
forme aumentamos o nimero de Reynolds, o que evidencia que nossa estratégia
de discretizagdo para o termo convectivo, por diferengas centradas, gera uma
restricao de estabilidade, envolvendo a marcha no tempo:

e excelente para escoamentos com baixo ntimero de Reynolds;
e tanto mais severa conforme maior tomamos o nimero de Reynolds;

e impossivel de ser satisfeita no caso de um escoamento inviscido.

4.4 O método SOLA

Vimos que, no método MAC, uma distribui¢do de pressdo no nivel de tempo
(n + 1) é calculada, via a resolucdo de uma equagao de Poisson para a pressao,
de tal modo a fazer com que as velocidades ao longo de cada uma das diregoes
do dominio espacial, atualizadas do nivel temporal n para o (n + 1), através das
equagoes (4.3) e (4.4), possam satisfazer a equagdo da continuidade.

Por sua vez, o método SOLA faz algo conceitualmente semelhante, diferindo
do método MAC pelo instante e jeito que resolve a equacao de Poisson, sendo
tal resolugao embutida no préprio procedimento de atualizacao do campo de
velocidade do nivel n para o (n + 1).

Assim, em vez de calcular diretamente a pressao no nivel de tempo (n + 1)
para todas as células do dominio computacional cheias de fluido, conforme exe-
cuta 0 MAC, o esquema SOLA adota um procedimento iterativo de corregbes
dp para a pressao, o qual é responsavel por atualizd-la do nivel de tempo n para
o (n+1). Nesse processo de corregdes, a pressao em uma célula é aumentada
caso haja um fluxo liquido de massa para dentro da célula, sendo diminuida no
caso de existir um fluxo liquido de massa para fora da célula.
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O sentido do fluxo liquido de massa na célula C; ; pode ser determinado pelo
calculo do divergente no centro da célula. Fisicamente, o divergente nos da a
dilatacao D; ; da célula, que é dada por

2

Wis1. 7 — Ui i Vi it1 — Vi i
i+1,5 v, + 4,J+ ZJ. (414)

,J Uﬂc|l+%7j + Uy|w+% Az Ay

E bastante intuitivo notar, sendo esta observagao facilitada ainda mais quan-
do atentamos para a discretizacdo da dilatagdo D; ;, dada em (4.14), que D; ; >
0 representa um fluxo resultante de massa que deixa a célula C; ;, ao passo que
D; ; < 0 representa um fluxo resultante de massa que entra na célula C; ;.

Assim, é fisicamente plausivel que, para garantir a equacio da continuidade?,
conforme D; ; > 0 ou D; ; < 0, devemos, respectivamente, diminuir ou aumen-
tar a pressao na célula C; ;, devendo este ser um procedimento iterativo, pois,
quando ajustamos a pressao em uma célula, todas as células vizinhas sao afe-
tadas, uma vez que é a diferenca de pressao entre células adjacentes que define
o fluxo de massa entre elas. Dessa maneira, o procedimento iterativo deve ser
executado até que a dilatagao em cada célula do dominio esteja abaixo de uma
tolerancia ¢ especificada’.

Portanto, levando em conta a diferenca da natureza do processo de calculo da
pressao com relagao ao esquema MAC, as equacoes de conservacao do momento
ao longo das diregbes = e y tém suas discretizagoes no método SOLA dadas,
respectivamente, por

T s
Piv15 — Pi,j

+1
uty = Fl = (At) o (4.15)
’ Pij+1 ~ Py
+1 _ i, i,
UZj_,’_l = Zj+1 — (At) ﬁ, (416)
onde, da mesma forma que no método MAC, continuamos tendo
T = ui (AL [—conva}y 4 exta}, ) ; + viscx}, ] (4.17)
e
GP i1 = ui iy + (AL) [—convyl; | + extyl ;o +viscyl; ] - (4.18)

Aqui, chamamos a atengao para o campo de velocidade no nivel temporal
(n+ 1) estabelecido pelas relagoes (4.15) e (4.16) ainda ndo necessariamente

4Repare que, se D; ; > 0, j4 temos um fluxo de massa resultante deixando a célula, de forma
que um incremento na pressao apenas intensificaria o fluxo de massa existente, deixando a
equagao da continuidade cada vez mais longe de ser satisfeita. Da mesma forma, se D; ; <0,
existe um fluxo de massa resultante entrando na célula, de forma que um decréscimo na
pressao apenas intensificaria o fluxo de massa que ja existe, o qual também deixaria a equagao
da continuidade cada vez mais longe de ser satisfeita.

5Idealmente, tais iteragdes deveriam parar de ser executadas apenas quando toda célula Cij
do dominio da solugdo satisfizesse D; ; = 0. No entanto, devido a erros que sdo introduzidos
tanto pela discretizacdo das equacdes como pela aritmética finita da méaquina, o maximo que
podemos exigir é uma condigdo de parada para esse processo iterativo da forma D; ; < e,
para toda célula C; ;. Na prética, costuma-se adotar € = 107", n € N*.
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satisfazer a equagao da continuidade. Assim, como nao temos a garantia de
que a dilatagao em cada célula, calculada a partir deste campo de velocidade,
serd nula, devemos corrigir iterativamente as velocidades uf_i'_"ll e vz"j'_&l em cada
interface atualizavel, isto é, onde as condicbes de fronteira nao especificam um
valor fixo para a velocidade normal.

De forma a garantir que o divergente de cada célula seja nulo, observamos
que, para uma célula C; ; na qual suas quatro faces deve ter o valor da velocidade
normal atualizado, temos

n T
Dij —Pi-1,j
b

Tl+1 n
upy = = (A —=— (4.19)
n n pz+1, p;n,
ity = Fiiy ;= (At) #7 (4.20)
Pij — Pij-1
ot =G - (A (4.21)
’L Ay
n n pzn, i1 pﬁ i
viii =Gl — (A jTJ (4.22)

Assim, considerando um método iterativo que utiliza uma corre¢do op; ; para
a pressao na célula C; ; a fim de obter D; ; = 0, teremos, para cada interface
dessa célula,

(k)pn+1 + 5(k)pi,j) _(k) pn+1

k+1), n+1 __ (k) , n+l k _ ( i—1j
(et =) 4t 4 5y, 5 = B — (At) e ,
(4.23)
(k) n+1 ((k) ntl y §(k)y.
n n p pz, + p’vﬂ)
(kﬂ)“ijll,j =" H "HS( Juip; = Fiia = (AY) AIJ '
(4.24)
(k) yn+1 (k). .} —(k) yntl
, , n (Wit +6Wpiy) =W piisy
(k+1)vif;_1 :(k‘) ’Uif;rl + 5(k)vi,j _ G@J _ (At) 2] Ay J ,
(4.25)

(), n+l  _ ((k),n+1 (k)
(k+1) n+j _(k) U:Lj_&1+5(k)vi,j+1 _ GZ;‘H—(At) Pi j 1 ( Ap;] +9 pw) 7
(4.26)
onde 6Mu; j, Wy 5, 6w, ;e 6Fv; ;41 sdo, respectivamente, variagdes na
velocidade normal as faces oeste, leste, sul e norte ocasionadas pela variagao de
pressao 5(k)pi7j na célula C; ;, onde o indice (k) no canto superior esquerdo de
cada varidvel esta associado ao nimero da iteragao.
O valor de cada varidvel que serve de condicao de partida para o processo
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iterativo que estd sendo definido sao tomados da seguinte maneira:

Opptt = pr, (4.27)
n n p:rLL, i p?—L j

(O)Ui’jl — Fm‘ — (At) ﬁ’ (4.28)
n n p?+1,‘ - P?,'

(O)ui-‘jll,j = F,;—(AY) #, (4.29)

n n

1 (A P, (4:30)
n n p?, j+1 pz j

(O)Ui,;il = Gl —(AY) ﬁ (4.31)

Com isso, segue das relacoes estabelecidas que o conjunto de correcoes para
a velocidade em funcéo da correcao 6(%) D;,; para a pressao na célula C; ; é dado
por

§®u, — (At) %, (4.32)
Wy = +(At)%, (4.33)
§Wa, ;= —(At)‘WZ’;J, (4.34)
6Fy; = +(At)5(2’;i’j. (4.35)

Resta, portanto, encontrar qual deve ser a correcao 6(*) p;,; na célula C; ; no
estagio k do processo iterativo. Para isso, devemos impor que as componentes
da velocidade corrigidas no nivel de tempo (n + 1) tornem (k)Df;rl igual a zero,
ou seja,
k+1), n+l _ (k+1) , n+l k+1),n+1 _ (k+1) ,n+1
( )ui+1,j (k+1) 4,0 ( ot (k+1) oyn

2,7 2y
+ =
Ax Ay

(Mg ;+6Wuip ;) = (Pu Tt +6Wu, )
Az
(Dot + 8 nar) = (O 4 50ri)
Ay ’
(4.36)
equacgao essa que, a partir da especificagao da corregao para a velocidade normal
em cada face da célula C; ;, origina

(k+1)D7’L+1
2V}

n M ; n ®p;
<(k)ui+1,j + (A1) %) - <(k)“z‘f1 — (A1) TZ;)
Az +
n §R) i n 5k i
(gt + (@0 b ) — (W = (ar) )
Ay

—0, (4.37)
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ou, equivalentemente,

1 1
(B) prtt 4o (AL 6F)p, 4+ ——1=0. 4.38
i,J ( ) Pij (A.’E)2 (Ay)2 ( )
Portanto, temos que
(k) pnti
5(k)Pi,j = _ t2J (4.39)

2 (Af) [ﬁ + ﬁ]

indica qual deve ser a correcao 6*)p; ; para a pressao ®p; ; na célula C; ; que
torna (F+1) DR — 0.

Chamamos a atencao do leitor para a coeréncia existente entre a motivacao
fisica que foi dada para esta abordagem e a equagao (4.39). Com efeito, repare
que

Wprtt > 0= 6®p, ; <0, (4.40)

a0 passo que
®prt < 0= 6®p; ; >0, (4.41)

conforme jé era esperado para que a aplicagdo do processo iterativo pudesse
corrigir o campo de velocidade de forma que ele pudesse satisfazer a equacao da
continuidade ao final das iteragoes.

Assim, uma vez determinada a corregio §(F)p, ;, a pressio (¥)p; ; na respec-
tiva célula é ajustada pelo processo iterativo da seguinte forma:

(k+1)pi,j =) Dij + 5(k)pi,j- (4.42)

A convergéncia do processo iterativo que foi definido pode ser acelerada se
multiplicarmos a correcao da pressao por um parametro de relaxagao 3,, o qual
nos permite rescrever a equagao (4.39) como

(k) pnti
5 pes = —f, R (143
2 (At) [(AW T @y

Para que o processo iterativo possa convergir, devemos ter 0 < 3, < 2, com o
valor étimo para esse parametro (o qual induz a um menor nimero de iteragoes)
satisfazendo 1 < (, < 2. Alids, s6 é possivel determinar o valor 6timo para o
parametro de relaxacao , analiticamente em situagoes bastante especificas. Na
pratica, o que se costuma fazer é determinar o parametro de relaxagao étimo de
forma experimental, realizando alguns testes. Também, ja que é possivel alterar
tal parametro no decorrer das varias edigoes iterativas que ocorrem durante a
solucdo numérica pelo método SOLA, faz-se possivel adotar um parametro de
relaxacao adaptativo, que varia de acordo com o niimero de iteracoes realizadas
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a cada aplicacdo do processo iterativo até o critério de parada ter sido satisfeito®.
De forma geral, para um grande leque de problemas costuma-se adotar 3, ~ 1.7,
sendo este valor um pouco alto quando existem fortes distor¢oes no escoamento,
conforme destaca [1].

Outro fato que merece citagao diz respeito aos valores finais obtidos para a
pressao apos cada nivel temporal. Nas equagoes de Navier-Stokes temos uma
relagado que envolve apenas o gradiente da pressao, e assim, a menos que a
pressdo em determinado(s) ponto(s) do dominio seja conhecida’ (situacio na
qual, por razoes ébvias, ela nao deve ser corrigida pelo processo iterativo nesses
locais onde ela é pré-estabelecida), ela deve ser normalizada apds o final do
processo iterativo com o intuito de que seus valores nao venham, eventualmente,
a crescer indefinidamente®, bem como dar um significado fisico para a grandeza
que foi calculada.

De fato, fisicamente, podemos dizer que a pressao “depende” de um “re-
ferencial”, sendo comum no cotidiano adotar a pressdo atmosférica ao nivel do
mar como esse “referencial”. Da mesma forma, no processo de normalizagao
da pressao obtida apds o procedimento iterativo, o valor da pressdo em uma
dada célula (que pode ser escolhida arbitrariamente, conforme seja conveniente)
passa a ser tomada como a pressdo de referéncia. Assim, tal valor de referéncia
é subtraido da pressao de cada uma das células do dominio, de forma que, ao
final desse processo, a pressao na célula de referéncia adotada serd sempre zero.

Salientamos também que, no processo iterativo que o método SOLA realiza
para o calculo da distribuicao de pressao e correcao das velocidades, de forma
a satisfazer a equagao da continuidade, a velocidade normal nas faces deve
ser atualizada apenas onde nao existe um valor previamente especificado. As
interfaces de cada célula para as quais ja existe um valor pré-estabelecido, devido

6Qutra coisa bastante interessante na aplicacio de um procedimento iterativo é a tentativa
de estimar o ntimero de iteragoes que deverao ser realizadas, de forma a evitar uma checagem
desnecessaria do critério de parada em circunstancia em que seja “6bvio” que ele ainda nao
estd satisfeito. Apenas para exemplificar, no critério de parada para o processo iterativo aqui

definido devemos exigir que ‘(k)D?;rl‘, para toda célula C; ; do dominio da solucdo, seja

menor que uma determinada tolerancia especificada ou que um nimero minimo de iteragoes
sejam realizadas. Calcular a dilatagdo de todas as células a cada iteracdo para checar se o
critério de parada j4 esta satisfeito acaba gerando um custo computacional relativamente alto
durante uma simulagdo completa, sendo bem mais interessante realizar uma certa quantidade
de iteragoes antes de testar o critério de parada. Assim, quanto melhor for a estimativa do
ndmero de iteragdes que serdo necessdrias para satisfazer a condigdo de parada, menos testes
desnecessarios sao realizados. Inclusive, dependendo das dimensdes e parametros do problema,
pode sair mais barato executar algumas iteragoes “desnecesarias” e testar a condicao de parada
uma unica vez do que realizar insistentemente o teste de parada para que nenhuma iteragdo
“extra” seja realizada.

7Cuidados adicionais devem ser tomados quando especificamos a pressdo em algum ponto
ou em alguma regido do dominio, pois, se esta condi¢ao auxiliar ndo for plausivel e fisicamente
compativel com as demais condigbes auxiliares, podemos deixar de ter um problema bem-
posto, com “os nuimeros” produzidos pelo método numérico se tornando desprovidos de real
significado fisico.

8 Ainda que a pressdo ndo seja normalizada, o valor obtido para o campo de velocidade
devera estar correto, pois depende apenas do gradiente de pressao, e nao de valores especificos
da pressdao em algum ponto do dominio. Apesar disso, do ponto de vista numérico é mais
seguro realizar tal normalizagdo (ainda que ndo estejamos interessados nessa grandeza).
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a consideragoes fisicas do problema, nunca devem ser corrigidas, de forma que
devemos ignorar as respectivas expressoes de atualizagao para as componentes
da velocidade nas mesmas®.

Alids, quando percorremos o dominio computacional no processo iterativo,
observamos que toda interface (menos as nao atualizaveis) sao atualizadas duas
vezes, devido a correcao na pressao nas duas células que sao adjacentes a mesma.
Com isso, é conveniente definir para o processo iterativo que a primeira atua-
lizagao da velocidade na interface leva a velocidade normal a mesma do estagio
(k) para o estagio (k + %) e a segunda, da mesma forma, do estdgio (k + %)
para o estdgio (k + 1). Dessa forma, supondo que o dominio computacional seja
percorrido variando ¢ para cada valor de j fixado, para todos os indices i e j
tais que a célula C; ; esteja no dominio da solugao, devemos considerar

(k+1)u?j1 _(k+1) u:‘jl + Wy, (4.44)

(k+%)u?jﬁj =) uf_,jﬁj + 5(k)ui+1,j7 (4.45)
n 1 n

(kﬂ)vijl _(k+3) ’Ui,}H + 5(16)%],, (4.46)

(D, <) gt 8O (147

Portanto, o procedimento de solucao baseado no método SOLA, que atualiza
o campo de velocidade e a distribuicao de pressao do nivel temporal n para o
nivel (n + 1) pode ser descrito através das seguintes etapas:

e a partir do valor da solugao no nivel de tempo n, estabeleca

Opiit =l (4.48)
Oyl = ng_(At)%, (4.49)
Oyt = ;;Lj—(m)w, (4.50)
(O)Uzjl _ sz—(At)p?’j_AZ?’jl, (4.51)
Oyptl = ;jj+1—(At)W; (4.52)

¢ andando por todo dominio da solugao, determine, para cada célula C; ;,

9Férmulas especiais para a correcio da velocidade em células onde mais de uma interface
nao deve ter o valor da velocidade corrigido (pelo fato do mesmo ja ter sido especificado) podem
ser desenvolvidas. Apesar disso, tais formulagbes sdo ignoradas na prética, devido ao fato de
introduzirem um custo computacional muito grande (devido a necessidade de checagem, para
cada célula, das quais sdo suas interfaces atualizdveis) se comparado ao pequeno beneficio em
precisdo que acarretam[4].
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1. o valor da corregao da pressao na célula através de
(k) pnt1
Di,j

®Fp, ;= —0, .
’ 1 1
2(A1) [(Aw)“’ + (Aw“’}

(4.53)

2. determine o valor da pressao corrigido para este estagio da iteragao,
ou seja,
(k+1)pm, —(k) i + 5(k)pi,j. (4.54)

3. atualiza o valor da velocidade normal nas interfaces atualizaveis da
célula utilizando

(htDyntt = (k+%)ugj1+5<k>ui,j, (4.55)
(k+%)u?:117j = (k)u?jll’jJrc;(k)uiHJ, (4.56)
(ktgott — (bg)ndt g 5y, (4.57)
(td)optl = Byptl 4 6y, 4y (4.58)

realizando este procedimento até que o médulo da dilatagao méxima nas
células do dominio seja menor que uma tolerancia € > (0 prescrita e que
um nimero minimo de iteragdes n € N* tenha sido realizado - ou seja,
0 processo iterativo sé termina quando temos simultaneamente satisfeitas
as condicoes

(‘(k)DZ;rl‘ < 5) A (k> mn); (4.59)

e encerrado o processo iterativo, normalize a pressao em todas as células a
partir de um valor de referéncia para a pressao estabelecido (tal valor de
referéncia deve ser o valor da pressao em uma célula arbitrédria e pré-fixada
do dominio computacional);

e apos estas etapas, o valor final da velocidade e da pressao ja estao no nivel
temporal (n+1).

4.5 Equivaléncia entre os métodos MAC e SOLA

A semelhancga existente entre os métodos MAC e SOLA vai além do simples
fato de empregarem a mesma formulacao das equagoes de Navier-Stokes para a
obtengdo de uma solugdo numérica. Na verdade, o método SOLA se constitui
em um caso especial do método MAC que se origina quando o sistema linear
obtido pela discretizagdo da equagdo de Poisson, o qual é dado em (4.6), é
resolvido através do método iterativo PSORC.

10Também chamado de SOR pontual ou SOR por ponto.
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Com efeito, sendo o termo fonte da equagéo de Poisson (2.9) discretizado
pelo método MAC por

1 Fn. . _Fn Gn. o Gn.
( i+1,j iy 4,5+1 %J) , (4.60)

Jui = (At) Az Ay

temos que a aplicagdo do método iterativo PSOR para a resolucdo do sistema
linear estabelecido em (4.6) é dada por

n k) n 6 n n
BT = 0 BB e { R R
21+ (3)]
Az ’ (k) n+1 | (k+1) , n+1 2
&y [ Pij1t pi,j—l} —(Ax)" fij o (4.61)

onde estamos supondo que percorremos todas as células do dominio computa-
cional variando ¢ para cada valor de j fixado, para todos os indices i e j tais
que a célula C; ; esteja no dominio da solugdo. Além disso, o parametro 3, é
o parametro de relaxacao do método SOR, sendo o mesmo parametro de re-
laxacao que foi introduzido “misteriosamente” durante o processo iterativo que
construimos no método SOLA.

Perceba que o método SOR aplicado a este problema pode ter sua expressao
rescrita como

gt =) it Lo [0t oyt ) i |
2 [1+ (A—g) }
Bo Az\* [ 0 0 Bo (Ax)? fis
ey (5] [Mrnst -2y e gy |- LB
2[1+(A§)} 2[1+(A-;)}
(4.62)
ou melhor,
k), n+1 k), .n+1 k n-+1
() bl (k) oty Bo Rprit — o®)pntt 4 (k1) prtl s
(2% 2,] Au 2 (Aq;)Q
2 1+(A—y)
Bo (Ax)®  [Wpitly —20prtt 404D pitl, Bo (Az)®
ot ~ 2 (Ay)2 - An 2 fi,j7
2{1+(Ay)] Q{H(Ay)]
(4.63)
mas, COoImo
» (Az)” 5
BolBa)” _ _ b (4.64)

Q{H(ﬁi)z] 2|ty + |
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segue que

k n+1 k), n+1  (k+1 n+1
(k+1)pn+1 _ (k) pn.@_1+ Bo ( )pl — o )p +( + )p .
1, i, 1 1 (AI)
2| @or t @
b O 2O )
(A" (B @7 T @y
(4.65)

Dessa forma, empregando (4.60), a expressao ( 4.65) pode ser rescrita, equi-
valentemente, como

(k)p;zrllyji(k)pjfl

(k+1), nt1 _(k) , ntl_ Bo Fit ;= (A O
o Y20 [+ b (Ax)
Ax)? (Ay)
. (k) :1,.-;17(k+1) ?_4-117
B Fi»j - (At) ' (Ax) - . ﬂo .
Az
(Be) 2(At) [ 27 + @y }
. (R pnt1 (k) o1 . (1) prd (k1) it d
Ghjn — (A) —gy— | |G — (4D YR
(Ay) (Ay) ’

(4.66)

o que justifica estabelecer o valor da velocidade normal nas faces da célula C; ;,
em fungdo do nivel (k) da iteragdo, através de

(k)pn+1 _(k+1) P?jf,j

(sup it = ;- (a) A , (467)
(k)pnj—l — (k) prt
n+1 n 2 s i,
(k)uirl,j =Fl,— (At) JAx l (4.68)
(k) n+1 _(k+1) ,n+l
(k+ ) n+1 n At pz] D; -1 4
=G7; — (At) Ay : (4.69)
(k) n+l (k) ntl
n n pl, 1 pz,
Woptl =Gl — (A1) s Ay I, (4.70)

onde os niveis de iteragao fracionarios aparecem devido ao fato de toda interface
atualizavel ser atualizada duas vezes, por meio da aplicacao do processo iterativo
nas duas células que a determinam. Logo, devemos ter

k), n+1 k+3) , n+l
(k1) 41 _(k) ntl Bo M ~(4) irj
Dij =" DPij 9 (A 1 1 Az +
(At) [(Axf + (Ay)?]

+

k)l _(k+3) n+1
Lt XA (4.71)

Ay
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mas, Como

(k) 7_1:11_ _(k+3) yntl (R n-lil _(k+1) vn+1
(k)Dn+1 _ 1,9 0 + 2V 27 (4 72)
“J Az Ay ’ '

vem que, definindo a corre¢ao aplicada & pressdo no estdgio (k) desse processo

iterativo como
(k) pntl

§®p; ;= —B, L) —, (4.73)
(A“[(Am T G

conseguimos
(Dpptt (k) prtt g 5, ;. (4.74)
Na verdade, isto acarreta que, para o processo de atualizacao da velocidade

normal em cada interface da célula C; j,

Wpitt +6Wp; ;) =W pi

(k+1), n+1 _ (k) , n+1 k), ._ n _ ( i—1,j
Juf 10 =0 2t 4 6, = B — (At) A ,
(4 75)
(k) n+1 _ ((k) ntl  5(k) )
1 n n n p + p
(k+2)ui:_11,j =0 w6 Wy = Flyy = (A) A;v =
(FIpotL 4 6K, ) —®) -("-%.'76)
n n n pig 0 pig) = i
(k+l)’0i7;r1 _(k) Uile + 5(k)vi,j _ Gi,j _ (At) J Ay J ,
(4.77)
(R)pyntl ((k) ntl 5k, )
k+1) n+l (k) ntl k Dij+1 D, Dij
( +2)”i,j++1 =(¥) ”z‘jﬂ"‘(s( )Ui,j+1 = G?,jﬂ_(At) . ij )
(4.78)
em que, a partir do momento que eliminamos os termos F}";, Fy ;. G, Gy,
encontramos
F)p,
SRy, o+ = —(At) —2 4.
i (a) P, (4.79)
F)p,
OWuy ;= At) L1 4.
wirng = (a0 P, (4:80)
F)p,
dMy; o = —(At) —2, 4.81
; (a0 5 (481)
F)p,
My i = +(Af) ——L. 4.82
s (a0 5 (1.82)

Portanto, verificamos que o método SOLA é uma variante do método MAC,
obtida quando utilizamos o método iterativo PSOR para resolver o sistema
linear obtido a partir da discretizacao (4.6) da equac@o de Poisson (2.9) referente
ao acomplamento pressao-velocidade.

Apesar do SOLA ser um caso particular de uma abordagem mais geral, que
é o MAC, tal simplificacdo introduz muitas facilidades, principalmente no tra-
tamento das condigoes de fronteira. Isso se d& porque, no esquema SOLA, nao
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mais se faz necessédrio o célculo (ou mesmo a obtengdo de expressoes especiais)
para os termos F};, F[', ;,G}';, G}, sobre fronteiras'", conforme exige o es-
quema MAC no processo de discretizacao do termo fonte da equagdo de Poisson
para a pressao. Além disso, ndo mais se faz necessario o estabelecimento de
condicgoes de fronteira “artificiais” ou numéricas para a pressao fora do dominio
de cédlculo onde a solugao estd definida. No que segue, abordaremos o trata-
mento das condigoes de fronteira fisicas possiveis, visando a implementagao do
método SOLA.

Repare que, dependendo do esténcil computacional associado & abordagem de discre-

3 S 3 3 n n mn mn 1

tizacao para os termos convect}vos /e v1scosos,,c§lcular Fi»jj Fi+1,jv Gi,j’.Gi,jtl sobre frontei-

ras pode exigir valores que estdo além do dominio da solugdo e das especificagoes de contorno,
o que torna tal cdlculo bastante delicado.
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Capitulo 5

Tratamento das condicoes
de fronteira

Desenvolvemos, até aqui, os aspectos tedricos e numéricos que nos permitirao
a simulagdo computacional de escoamentos incompressiveis de um fluido new-
toniano em uma regiao fechada, onde o fluido deve ocupar todo o dominio da
solucio!. Com isso, existem, basicamente, cinco tipos de fronteiras relevantes
que devem ser consideradas:

e regides de entrada de fluido (inflow);

e regides de saida de fluido (outflow);

e paredes rigidas com deslizamento (free-slip walls);
e paredes rigidas sem deslizamento (no-slip walls);

e fronteiras periddicas.

Por simplicidade, consideramos aqui que as fronteiras fisicas sempre coinci-
dem com a interface das células adjacentes a elas, o que evita a necessidade de
implantagao de um sistema generalizado de coordenadas curvilineas e o trabalho
com equagcoes modificadas.

Desse modo, para a aplicacdo de um método numérico, faz-se conveniente
associar a cada célula do dominio um flag que indica o tipo de fronteira da qual
a célula faz parte. Com esse tratamento, a aplicagao de condigoes de fronteira
se resume ao estabelecimento de valores apropriados da solugao em cada um
dos tipos de células existentes, de modo que, com isso, estamos induzindo a

prescricdo de valores para a velocidade normal e tangencial nas fronteiras?.

IFica evidente, portanto, que ndo estamos interessados, nesta oportunidade, no tratamento
de escoamentos com superficies livres.

2Note que, da hipétese pela qual as fronteiras coincidem com as faces das células adjacen-
tes ao contorno fisico, a prescricdo de velocidades normal nas fonteiras é imediata. J4 para

37



Em se tratando de escoamentos incompressiveis, devemos cuidar, por exem-
plo, para que nao facamos que entre mais fluido na regiao de escoamento, através
das células de inflow, do que as células de outflow conseguirdo eliminar®, o
que pode ser estabelecido inserindo uma fronteira na qual temos a entrada de
fluido sem colocar uma outra fronteira pela qual o fluido possa sair, ou ainda,
estabelecendo valores fixos que a velocidade deve satisfazer no outflow*. Pro-
vavelmente, condigoes de contorno numéricas advindas de condigbes de con-
torno fisicas que nao sejam consistentes proporcionarao aberragoes numéricas
na mesma propor¢ao que tal problema se constitui em uma aberracdo fisica.
De forma genérica, o que queremos dizer com esse exemplo é que as condigoes
de contorno ao procedimento numeérico deverao ser coerentes com condigOes
plausiveis a um problema fisico real.

Portanto, os casos a serem considerados no tratamento de condigoes de fron-
teira sao, basicamente:

e células de injecao de fluido - inflow: nestas células especificamos os valores
das velocidades normal e tangencial de acordo com as consideragoes fisicas
do problema a ser simulado;

e células de paredes rigidas com deslizamento tangencial: este tipo de célula
é utilizada para a demarcacao de fronteiras de simetria para o escoamento
no ambiente fisico onde o escoamento ocorre, e assim, como nao deve
haver fluxo de massa através dessa fronteira, devemos especificar uma ve-
locidade normal nula na mesma; por outro lado, a velocidade tangencial
nesse mesmo tipo de fronteira deve ser especificada levando em conta que
o campo de velocidade na regiao “oculta” pelo artificio da fronteira de
simetria é, nada mais, que uma reflexao em torno dessa fronteira do campo
de velocidade efetivamente calculado, sendo isso suficiente para a especi-
ficagdo da condicao de fronteira nas interfaces das células que sao normais
a fronteira de simetria;

e células de paredes rigidas sem deslizamento tangencial: este tipo de fron-
teira se refere a inclusao de uma parede rigida e impermedvel adjacente a
regiao preenchida pelo fluido; assim, devido a impermeabilidade, a veloci-
dade normal especificada nessa fronteira deve ser nula; ja pela condigao de
nao deslizamento do fluido junto a superficies sélidas, devemos cuidar para
que a velocidade tangencial do fluido junto a parede também seja nula,
mas, devido a utilizagao de malha deslocada, isto é conseguido estabele-
cendo valores para a velocidade paralela a fronteira na regiao externa ao

o estabelecimento da velocidade tangencial a fronteira torna-se necessario considerar uma
“moldura” de células externas ao dominio computacional, de modo que, interpolando o valor
prescrito para a velocidade sobre a fronteira a partir dos valores adjacentes (no interior do
dominio e na “moldura” de células externa), a velocidade tangencial na fronteira seja a que
desejamos prescrever fisicamente.

3Esta restricdo se d4 devido & incompressibilidade do escoamento.

4Estabelecer valores arbitrarios para a velocidade nas células de outflow néo é algo im-
possivel, sendo equivalente a colocar um mecanismo de suc¢do no mesmo. Porém, tal artificio
deve ser utilizado, apenas, a partir de consideragoes fisicas plausiveis.
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dominio (em fungao das velocidade paralelas a fronteira, na regiao interna
ao dominio), de forma que interpolando uma curva para tais valores, o
valor assumido sobre a fronteira induza a uma velocidade tangencial nula
sobre a mesma;

células de fronteira periddicas: tais fronteiras ocorrem sempre aos pa-
res, de forma que toda informacao que deixa o domimio espacial por uma
das fronteiras periddicas reentra, simultaneamentente, pela outra fronteira
periddica associada a primeira; isso, na verdade, é como se as duas frontei-
ras periddicas correspondessem a uma tUnica regiao do dominio, de forma
que a informagdo em uma fronteira (pressao e velocidade) deve ser esta-
belecida convenientemente a partir de valores das células vizinhas & outra
fronteira periédica associada, com o intuito de garantir que o processo de
entrada e saida de fluido por elas nao ocasione nenhuma defasagem na
solugao cada vez que a tal fronteira é atravessada por um elemento de
fluido;

células da fronteira de saida do fluido: para tal contorno, embora nao
exista uma unica possibilidade, o intuito é fazer com que as condigoes
estabelecidas permitam uma transicao suave de fluido pelas mesmas; as-
sim, utilizando o método SOLA, a maneira que se mostra mais eficaz
para conseguir esse efeito consiste em estabelecer a velocidade normal na
interface determinada por duas células (uma cheia de fluido e a outra de
outflow), nao calculando diretamente a velocidade normal nesta face pelas
expressoes que determinam (Vu ou Vv, mas, tomando tal valor idéntico ao
valor calculado para a velocidade normal na face paralela da mesma célula
cheia de fluido que é vizinha a célula de outflow que estd sendo conside-
rada, para, em seguida, deixar o valor da velocidade normal na fronteira
de safda relaxar com o processo iterativo (o que é conseguido permitindo
que o valor da velocidade normal na fronteira de saida possa ser atuali-
zado pelas iteragoes que corrigem o campo de velocidade de forma que ele
possa satisfazer a equagao da continuidade); j& a velocidade tangencial na
fronteira de saida de fluido é estabelecida igual a velocidade adjacente no
interior do fluido, sendo também possivel outras abordagens, desde que o
valor estabelecido leve em consideracao a solugao a montante da fronteira
de saida.

Outro aspecto pertinente ao tratamento pelas condicoes de fronteira diz

respeito a presenca de quinas ou cantos nas fronteiras rigidas sem deslizamento
do dominio da solugao. Nos cantos, a velocidade nas faces das células adjacentes
a quina depende da etapa em que se encontra do célculo dos termos F™ e G™.

Assim, de acordo com a Figura 5.1, devemos garantir, localmente, que a
velocidade no canto seja nula. Para isso, durante o célculo de F™ na face A, de-
vemos alterar, apenas para este cdlculo, a componente da velocidade na diregao
x na face B de nula (da condicdo de fronteira rigida) para —u. Analogamente,
para o calculo do termo G™ na face C, também devemos alterar, apenas para
este cdlculo, a componente da velocidade na dire¢do y na face D de nula (da
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Figura 5.1: Velocidades adjacentes a uma quina, onde as células cinzas fazem
parte da parede rigida. Com o intuito de tornar a velocidade nula no ponto da
quina, a velocidade adjacente na parede rigida (que deve ser nula) é modificada
quando os termos F™ e G™ sao, respectivamente, calculados.

condigdo de fronteira rigida) para —v. Sem este conveniente tratamento de
eventuais quinas no dominio computacional, acabamos permitindo o que a ve-
locidade no ponto exato da quina nao seja nula, o que induz a uma solugao
numérica nao correta.
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Capitulo 6

Metodologia geral de
solucao numérica das
equacoes de Navier-Stokes
pelo acoplamento
corrente-vorticidade

Muitos sao os métodos numéricos que podem ser empregados na solucao apro-
ximada das equacgoes de Navier-Stokes pelo acoplamento corrente-vorticidade.
Apesar disso, a sistemaética geral de solucao, que define a sequéncia a partir
da qual cada tarefa é executada nao varia. Sendo assim, apresentamos aqui
a metodologia geral de solucao empregada as equagoes que compoem tal for-
mulagao, deixando em aberto a escolha da discretizagao para tratar cada etapa
do processo.

Salientamos, inicialmente, que as equagoes que compodem tal acoplamento
podem ser tratadas, simplesmente, em uma malha co-localizada, na qual todas
as grandezas envolvidas sao avaliadas em um mesmo ponto. Tal fato facilita
bastante a implementagao das condigoes de fronteira que deverao ser satisfeitas,
bem como o emprego de diversos esquemas numéricos. Por exemplo, para a
equacdo do transporte de vorticidade (2.20), podemos empregar, basicamente,
qualquer método numérico destinado & classica equacao de convecgao-difusao.

Outro elemento de fundamental importancia que deve ser considerado diz
respeito ao estabelecimento das condigoes de fronteira para as fungoes de vorti-
cidade e de corrente, bem como a atualizacao, a cada instante de tempo de tais
condigoes. O mecanismo que aproxima essas fungoes nas fronteiras deve levar
em consideragao aspectos fisicos adicionais, dificultando a apresentagao de um
tnico mecanismo vdlido para qualquer situagéo de fronteira especificadal8].

Assim, os passos a serem executados sao, basicamente, os seguintes:
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. defini¢do do dominio fisico e da malha associada onde as equacoes serao
resolvidas;

. entrada do campo de velocidade inicial;
. especificagao das fungoes de corrente e de vorticidade nos contornos;

. atualiza-se o valor da vorticidade nos pontos interiores ao dominio, pela
resolucao numeérica da equagao

1 1
wp sy + vy = = [(67), = (9"),] + T Wee Fw)s  (6)

. resolve-se a equagao de Poisson para a funcao de corrente, onde o termo
fonte envolve os valores para a vorticidade recém atualizados:

wyy + wacw = W (62)

. atualiza-se o campo de velocidades u e v, empregando

w=1
{ v = —?'j/}z; (63)

. atualiza-se a vorticidade nos contornos;

. retorna-se ao passo (3), repetindo o procedimento subsequente até atingir
um estado estacionario ou um instante de tempo desejado.
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Capitulo 7

Resultados numéricos

7.1 O simulador InnerFlow 2D em desenvolvi-
mento

Para realizar a simulacdo numérica de um escoamento incompressivel de um
fluido newtoniano, de acordo com as equagoes governantes apresentadas neste
trabalho, estd em desenvolvimento um simulador numérico (o InnerFlow 2D,
sendo aqui empregada a versdo 0.5, finalizada em 04 de novembro de 2007),
atualmente baseado apenas na versao SOLA do método MAC. Para inicio de
uma simulacao, devem ser fornecidos, simplesmente:

e os pardmetros do escoamento (ndmeros de Reynolds, Froude e forcas de
campo envolvidas);

e 0s pardmetros numéricos (espagamento da malha, passo temporal, critério
de parada para a solucao numérica da equagao de Poisson, percentual de
deslizamento de fluido nas paredes rigidas, dimensdes do dominio fisico);

e mapa de fronteiras e obstdculos (especificando a localizagdo de cada tipo
de fronteira, bem como dos obstdculos inseridos na regiao de escoamento).

A definicao do mapa de fronteiras pelo usudrio se dé através da definicao de
uma matriz gabarito, que associa a cada célula do dominio computacional um
flag, que indica a funcao de cada célula no escoamento. Para isso, é empregada
a seguinte legenda:

e F': célula cheia de fluido;

e B: célula de fronteira rigida, sendo seu tipo, com ou sem deslizamento
especificado no parametro associado ao percentual de deslizamento na
mesma);

o I: célula de inflow;
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e O: célula de outflow;

e N: indica uma célula vazia, pela qual o fluido nao escoa por ser interior a
um obstaculo.

Uma vez estabelecido tal “gabarito”, o programa coloca em listas sequenciais
os indices que deverao ser empregados para cada etapa do processo de cédlculo
da solucdo numérica. Assim, criamos uma lista para cada célula tipo F, onde
o processo iterativo de atualizacao da pressao serd efetuado; outras duas listas
sao utilizadas para indicar, respectivamente, as interfaces das células onde as
expressoes para o calculo de (Dy"t1 e Dyt g50 efetuadas; e assim por di-
ante, para os demais tipos de células e interfaces interessantes ao procedimento
numeérico.

O objetivo de utilizarmos tais listas é reduzirmos ao maximo a realizagao de
comparagoes, durante o processo de calculo da solucao numérica, para determi-
nar qual é o tipo de célula que determinado procedimento deve ser aplicado. Isso
tem se mostrado conveniente, pois, o consumo de memoria que isso acarreta é
minimo se comparado ao tempo e facilidade para o processamento subsequente
que isto gera, devido ao acesso indexado direto aos elementos de tais listas, as
quais podem ser percorridas com extrema facilidade quando desejamos varrer o
dominio de solugao

No presente estdgio, embora a modularizagao de cada tarefa deste programa
permita facilmente a adocao de diferentes estratégias de discretizagao para os
termos convectivos e viscosos, a versao atual adota apenas as discretizagoes apre-
sentadas quando discutimos as condicoes de estabilidade anteriormente neste
trabalho. E com base nesssas discretizacoes que os resultados numéricos, a
seguir, foram confeccionados.

Além desse médulo, que trabalha com a versao SOLA do método MAC, um
segundo codigo, que ainda nao foi incorporado ao InnerFlow comegou a ser de-
senvolvido. Este novo médulo trabalhard com a solugao numérica das equagoes
de Navier-Stokes pelo acoplamento corrente-vorticidade, e, atualmente, estd
apto apenas para simular o problema da caixa com tampa deslizante. Para
este caso, as equagoes do acoplamento corrente-vorticidade sao discretizadas
por diferencas centradas para as derivadas espaciais e Euler explicito para a
derivada temporal.

O objetivo de tal simulador é facilitar a realizacao de experimentos numéricos,
possibilitando a comparacao da solugao numérica dos mais variados problemas
através dos mais diversos métodos. A grande qualidade do cddigo existente,
que permite seu emprego em tais tarefas reside, justamente, na sua flexibili-
dade, bem como na maneira otimizada de realizar a simula¢do numérica (a qual
esta sendo aprimorada cada vez mais, haja vistas a grande demanda computaci-
onal que a solucao numérica de uma equagao de Poisson a cada passo temporal
exige).

No que segue, varios resultados, obtidos com o cédigo ja existente, sao apre-
sentados.
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7.2 Problema 1: canal

Para este problema, definimos o inflow, verticalmente, na extremidade esquerda
do dominio z-espacial, colocando o outflow no extremo direito do mesmo. A
velocidade normal no inflow é setada em 1m/s, enquanto que a velocidade tan-
gencial é tomada nula. As fronteiras superiores e inferiores sdo paredes rigidas
onde aplicamos a condi¢ao de ndo deslizamento (isto é, velocidade tangencial
nula). Todas as unidades sdo consideradas no SI.

Apresentamos o resultado da simulacao em trés testes, que utilizam o método
SOLA e os mesmos parametros, a menos do nimero de Reynolds (Re), a qual
assume valores 100 (Figura 7.1 e Figura 7.2), 500 (Figura 7.3 e Figura 7.4) e 1000
(Figura 7.5 e Figura 7.6). Os demais pardmetros da simulagdo computacional
sao: deslizamento = 0, By = 1.85, dilatagao tolerada = 1e-010, dz = 0.1, dz =
0.1, 6t = 0.001, ¢t = 50 (Unidades no SI).

Nas ilustracoes dos resultados numéricos apresentados, observamos a camada
limite ao longo das fronteiras rigidas e a formacao de algumas sutis oscilagoes
espiirias quando Re = 1000, ou seja, a viscosidade cinematica é v = 0.001m?/s.
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X

(b)Pressao.

Figura 7.1: Ilustragoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a pressao (Problema 1, método SOLA, Re = 100).

46



X

a)Componente u da velocidade.
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(b)Componente v da velocidade.

Figura 7.2: Tlustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 1, método SOLA, Re = 100).
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(b)Presséo.

Figura 7.3: Ilustragoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a pressao (Problema 1, método SOLA, Re = 500).
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(b)Componente v da velocidade.

Figura 7.4: Tlustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 1, método SOLA, Re = 500).
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Figura 7.5: Ilustragoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a pressao (Problema 1, método SOLA, Re = 1000).
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(b)Componente v da velocidade.

Figura 7.6: Ilustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 1, método SOLA, Re = 1000).
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7.3 Problema 2: deslizamento da tampa em uma
caixa

Neste problema consideramos uma caixa cheia de fluido e fazemos sua tampa su-
perior deslizar infinitamente para a direita (é como se colocdssemos uma esteira
sobre a caixa, com a mesma em contato com o fluido). Para este problema,
definimos o inflow, horizontalmente, na extremidade superior do dominio y-
espacial. A velocidade normal no inflow é setada em Om/s (ndo existe entrada
de fluido na caixa), enquanto que a velocidade tangencial é tomada como 1m/s
(velocidade da esteira). As demais fronteiras sdo paredes rigidas onde aplicamos
a condicdo de nao deslizamento (isto é, velocidade tangencial nula). Todas as
unidades sao consideradas no SI. Nesse problema, aplicamos o método SOLA e
o acoplamento vorticidade-fungao de corrente.

7.3.1 Resultados via solu¢cao do método SOLA

Apresentamos o resultado da simulacdo em trés testes, que utilizam os mesmos
parametros, a menos do nimero de Reynolds (Re), a qual assume valores 100
(Figura 7.7 e Figura 7.8), 500 (Figura 7.9 e Figura 7.10) e 1000 (Figura 7.11
e Figura 7.12). Os demais parametros da simulagdo computacional sao: des-
lizamento = 0, 5y = 1.85, dilatacao tolerada = 1e-010, dx = 0.1, dz = 0.1,
0t = 0.001, ¢ = 50 (Unidades no SI). Notamos que as recirculagbes se tornam
mais intensas conforme diminuimos a viscosidade cinematica, isto é, conforme
aumentamos o nimero de Reynolds.
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(a)Linhas de Corrente.

(b)Pressao

Figura 7.7: Ilustragoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a pressao (Problema 2, método SOLA, Re = 100).
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(a)Componente u da velocidade.

—-0.05

01

o

(b)Componente v da velocidade.

Figura 7.8: Ilustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 2, método SOLA, Re = 100).



(a)Linhas de Corrente.

(b)Pressao.

Figura 7.9: Ilustragoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a pressao (Problema 2, método SOLA, Re = 500).
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Figura 7.10: Tustragoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 2, método SOLA, Re = 500).



0 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1
X

(a)Linhas de Corrente.
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(b)Pressao.

Figura 7.11: Ilustragoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a pressao (Problema 2, método SOLA, Re = 1000).
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(a)Componente u da velocidade.
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(b)Componente v da velocidade.

Figura 7.12: Tlustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 2, método SOLA, Re = 1000).
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7.3.2 Resultados via solucao do acoplamento corrente-vor-
ticidade

Na discretizacao das EDPs que compoem este acoplamento, para a realizagao
destas simulacoes, foram empregadas diferencas centradas de segunda ordem
para derivadas espaciais e Euler explicito para o termo transiente (verificou-se
que discretizacoes para este termo de ordem mais elevada eram “contaminadas”
pela menor ordem da discretizagao usada nos demais termos). Nas condigdes de
fronteira para a fungao de vorticidade foram consideradas expansoes em série
de Taylor a partir da fronteira, sendo que fatores intrinsecos ao problema foram
utilizados para simplificar e re-agrupar os termos. Com essas discretizagoes, no
entanto, foi possivel constatar na solugdo numérica uma alta dissipacao total-
mente espuria (repare que, apesar de trés valores distintos para a viscosidade
terem sido usados, os resultados sao semelhantes, indicando que a dissipagao
real apresentada pela solugao supera a maior das trés viscosidades cinematicas
empregadas), eliminando as zonas de recirculagdo que eram esperadas. Isso
fornece fortes indicios de que a solucao das equagoes que compdem esse acopla-
mento necessitam de métodos menos dissipativos e de maior ordem de precisao
para gerarem resultados numéricos satisfatorios. Para exemplificagao numérica,
tais resultados sao apresentados no que segue, os quais servem apenas do ponto
de vista da experimentacao numérica para exemplificarem os efeitos acima men-
cionados.

Apresentamos o resultado da simulacao em trés testes, que utilizam os mes-
mos parametros, a menos do nimero de Reynolds (Re), a qual assume valores
100 (Figura 7.13 e Figura 7.14), 500 (Figura 7.15 e Figura 7.16) e 1000 (Figura
7.17 e Figura 7.18). Os demais pardmetros da simulagdo computacional sao:
deslizamento = 0, 5y = 1.85, dilatagdo tolerada = 1e-010, dx = 0.1, é= = 0.1,
0t = 0.001, t = 50 (Unidades no SI).

59



1] 01 0.z 0.3 04 045 06 o7 0.8 09 1
X

(a)Linhas de Corrente.

0 01 nz 0.3 0.4 0.4 0.6 07 0.3 04 1
(b)Velocidade.

Figura 7.13: Ilustracoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a velocidade (Problema 2, acoplamento pressao-velocidade, Re = 100).
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(a)Componente u da velocidade.
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-0.3

(b)Componente v da velocidade.

Figura 7.14: Tlustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 2, acoplamento pressao-velocidade, Re = 100).
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(a)Linhas de Corrente.
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Figura 7.15: Ilustragoes das linhas de corrente e do resultado numeérico obtido
para a velocidade (Problema 2, acoplamento pressao-velocidade, Re = 500).
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-0.3

(b)Componente v da velocidade.

Figura 7.16: Tlustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 2, acoplamento pressao-velocidade, Re = 500).
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(b)Velocidade.

Figura 7.17: Ilustracoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a velocidade (Problema 2, acoplamento pressao-velocidade, Re = 1000).
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Figura 7.18: Tlustragoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 2, acoplamento pressao-velocidade, Re = 1000).
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7.4 Problema 3: degrau em um tubo

Para este problema, definimos o inflow, verticalmente, na extremidade esquerda
do dominio z-espacial, colocando o outflow no extremo direito do mesmo. A
velocidade normal no inflow é setada em 1m/s, enquanto que a velocidade tan-
gencial é tomada nula. As fronteiras superiores, inferiores e do degrau sao pa-
redes rigidas onde aplicamos a condigao de nao deslizamento (isto é, velocidade
tangencial nula). Todas as unidades sdo consideradas no SI.

O estabelecimento do degrau torna o dominio de solucao sendo dado pela
seguinte ilustragao:

0.8
0.6
0.4

0.2

Figura 7.19: Dominio de solucao do problema do degrau em um tubo.

Apresentamos o resultado da simulagao em dois testes, que utilizam o método
SOLA e os mesmos parametros, a menos do niimero de Reynolds, a qual assume
valores 100 (Figura 7.20 e Figura 7.21) e 500 (Figura 7.22 e Figura 7.23). Os
demais parametros da simulagdo computacional sdo: deslizamento = 0, 5y =
1.85, dilatacao tolerada = 1e-010, d0x = 0.1, dx = 0.1, 6t = 0.001, t = 50
(Unidades no SI). Chamamos a atencao do leitor para a zona de recirculagao
formada apés o degrau.
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3 4
X

(b)Pressao.

Figura 7.20: Ilustracgoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a pressao (Problema 3, método SOLA, Re = 100).
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(a)Componente u da velocidade.
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X

(b)Componente v da velocidade.

Figura 7.21: Tlustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 3, método SOLA, Re = 100).



(a)Linhas de Corrente.

(b)Pressao

Figura 7.22: Ilustragoes das linhas de corrente e do resultado numeérico obtido
para a pressao (Problema 3, método SOLA, Re = 500).
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(a)Componente u da velocidade.

W

X

(b)Componente v da velocidade.

Figura 7.23: Tlustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 3, método SOLA, Re = 500).
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7.5 Problema 4: canal com obstaculo

Para este problema, definimos o inflow, verticalmente, na extremidade esquerda
do dominio x-espacial, colocando o outflow no extremo direito do mesmo. A
velocidade normal no inflow é setada em 1m/s, enquanto que a velocidade tan-
gencial é tomada nula. As fronteiras superiores, inferiores e do obstaculo central
sao paredes rigidas onde aplicamos a condi¢ao de ndo deslizamento (isto é, ve-
locidade tangencial nula). Todas as unidades séo consideradas no SI.

O estabelecimento de um obstéculo no interior do canal de escoamento torna
o dominio de solucao sendo dado pela seguinte ilustracao:

2

0.8

0.4l

Figura 7.24: Dominio de solugao do problema do canal com obstaculo.

Apresentamos o resultado da simulacao em dois testes, que utilizam o método
SOLA e os mesmos parametros, a menos do numero de Reynolds, a qual assume
valores 100 (Figura 7.25 e Figura 7.26) e 500 (Figura 7.27 e Figura 7.28). Os
demais parametros da simulagdo computacional sao: deslizamento = 0, Gy =
1.85, dilatacdo tolerada = 1e-010, éxz = 0.1, éx = 0.1, 6t = 0.001, ¢t = 50
(Unidades no SI). Chamamos a atengao do leitor para o grande ndmero de
vortices que se formam no caso em que Re = 500.

71



(a)Linhas de Corrente.

3 4
X

(b)Pressao.

Figura 7.25: Ilustracoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a pressao (Problema 4, método SOLA, Re = 100).
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Figura 7.26: ITlustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 4, método SOLA, Re = 100).
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Figura 7.27: Ilustracoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a pressao (Problema 4, método SOLA, Re = 500).
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(b)Componente v da velocidade.

Figura 7.28: Tlustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 4, método SOLA, Re = 500).
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7.6 Problema 5: gargalo em um tubo

Para este problema, definimos o inflow, verticalmente, na extremidade esquerda
do dominio x-espacial, colocando o outflow no extremo direito do mesmo. A
velocidade normal no inflow é setada em 1m/s, enquanto que a velocidade tan-
gencial é tomada nula. As fronteiras superiores, inferiores e do gargalo (es-
trangulagdo a montante) sdo paredes rigidas onde aplicamos a condigdo de nao
deslizamento (isto é, velocidade tangencial nula). Todas as unidades séo consi-
deradas no SI.

O estabelecimento do gargalo citado torna o dominio de solucao sendo dado
pela seguinte ilustracao:

0.8
0.6
0.4

0.2

Figura 7.29: Dominio de solugao do problema do gargalo em um tubo.

Apresentamos o resultado da simulagao em dois testes, que utilizam o método
SOLA e os mesmos parametros, a menos do numero de Reynolds, a qual assume
valores 100 (Figura 7.30 e Figura 7.31) e 500 (Figura 7.32 e Figura 7.33). Os
demais parametros da simulagdo computacional sao: deslizamento = 0, By =
1.85, dilatacao tolerada = 1e-010, d0x = 0.1, dx = 0.1, 6t = 0.001, t = 50
(Unidades no ST). Chamamos a atencao do leitor para a formagao de zonas de
recirculagao apds o degrau induzido pelo gargalo.
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Figura 7.30: Ilustracoes das linhas de corrente e do resultado numérico obtido
para a pressao (Problema 5, método SOLA, Re = 100).
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Figura 7.31: Tlustracoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 5, método SOLA, Re = 100).
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Figura 7.32: Tlustragoes do resultado numeérico obtido para a pressao e as linhas
de corrente (Problema 5, método SOLA, Re = 500).
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Figura 7.33: Tlustragoes do resultado numérico obtido para as componentes u e
v da velocidade (Problema 5, método SOLA, Re = 500).



Capitulo 8

Trabalhos futuros

Com o intuito de dar sequéncia e nao estagnar os esforcos dispensados para
a elaboracao deste trabalho, pretende-se investir, a longo prazo, no aprimora-
mento da ferramenta que comegou a ser desenvolvida, visando adapté-la para
receber as contribuicoes advindas dos respectivos trabalhos de mestrado de seus
desenvolvedores. Para que isto seja possivel, outras tarefas deverao ser, a pri-
ori, concluidas para a evolugao desta ferramenta, as quais, basicamente, fazem
mencao a(ao):

e criacao de uma interface amigdvel para a definigdo de parametros (versao
0.6);

e implementagao de outros métodos de solugao, bem como a incorporagao
ao c6digo da solugdo por outras formulagdes (versdo 0.7);

e estudo e implementagao de estratégias de solugdo (métodos) para o trata-
mento da solugao pelos acoplamentos corrente-vorticidade e vorticidade-
velocidade (versao 0.75);

e implementacdo de outras estratégias para integragdo temporal (versdo
0.8);

e implementagdo de novas estratégias para termos convectivos (versao 0.9);

e otimizacao de todos os procedimentos computacionais envolvidos (verséo
0.95).

Feitas tais melhorias, seria bastante interessante e propicia a expansao dessa
ferramenta para o tratamento de problemas 3D (versdo 1.0), abrindo espago
tanto para o tratamento de superficies livres (versdo 1.5) como de modelos de
turbuléncia (versao 2.0).

As fases de desenvolvimento acima mencionadas foram estabelecidas levando
em conta a atual perspectiva de evolucao conceitual e funcional da ferramenta.
Como, porém, tal evolucdo envolve um processo dindmico de aprendizado (por
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parte dos autores) e experimentagio(por parte da ferramenta), possivelmente,
etapas intermediarias adicionais deverao ser tratadas, ocasionando eventuais
acréscimos, adaptacoes e alteracao da sequéncia nas atividades acima elencadas.

Ressaltamos, por fim, que este trabalho (e sua continuagdo a longo prazo,
para nao atrapalhar, sob hipdtese alguma, o projeto de pesquisa de seus autores
no mestrado) nao visa, de modo algum, “competir” com o projeto de mestrado
de seus autores, mas sim, busca empregar o conhecimento “marginal” adquirido
por cada um durante os respectivos trabalhos de mestrado.

Com o termo conhecimento “marginal” fazemos referéncia a toda informagao
ou conhecimento que, embora indispensavel para qualquer pesquisador de nossa
area, acaba sendo omitido na literatura por ser considerado “trivial demais” ,
quando, na verdade, tal conhecimento sé se torna 6bvio no instante em que se
ganha experiéncia no assunto. Tal omissao nao chega a inviabilizar, mas, torna
mais arduo o ingresso na area de novos pesquisadores.

Assim, com intuito de dar nossa parcela de contribuicdo para amenizar tal
problematica, objetivamos adotar tal enfoque, sem perder de vista a possi-
bilidade de consolidar nossos conhecimentos e explorar novos procedimentos
numéricos. Isso foi colocado em pratica ja neste trabalho, que marca o inicio
da criagdo de uma ferramenta computacional (o simulador em desenvolvimento,
atualmente chamado de InnerFlow 2D) e de uma literatura auxiliar (envolvendo
tépicos tedricos fundamentais, ainda escassos na literatura de lingua portuguesa)
que possa ser, de alguma forma, util aos ingressantes nessa fascinante area de
pesquisa abrangida pela dinamica dos fluidos computacional.
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