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Introducio

A caracteristica de Euler-Poincaré é o primeiro exemplo de classe caracteristica,
definida para um poliedro finito como a soma alternada, sobre i, dos nimeros de
simplexos de dimensdo i. Esta definicao foi dada por Euler em dimensdo dois e
por Poincaré nas demais dimensoes. A férmula de Poincaré-Hopf fornece uma inter-
pretacao geométrica da caracteristica de Euler-Poincaré no caso de uma variedade
compacta suave M em termos de obstrucao a construcdo de um campo de vetores
tangente a M. Mais tarde, foram descobertas outras interpretagoes da caracteristica
de Euler-Poincaré, mostrando o interesse desta nogao. O artigo de Elon Lima [Li]
no primeiro nimero da revista Matematica Universitdria, editada pela SBM, d&
uma excelente visao geral sobre a caracteristica de Euler-Poincaré, relacionando as
diferentes nogoes.

As classes de Chern, no caso complexo e as de Stiefel-Whitney, no caso real,
generalizam a nogao da caracteristica de Euler-Poincaré. Elas foram primeiramente
definidas como obstrugao a construgao de campos de r-referenciais tangentes a uma
variedade suave complexa, no primeiro caso, ou real, no segundo. Outras interpre-
tagoes destas classes jd aparecem no artigo de Chern [Ch] e também através da defi-
ni¢do “axiomatica”das classes. Na segunda secao daremos as deﬁnigées das classes
por obstrugdo e axiomatica.

. No caso de uma variedade singular, o fibrado tangente nao existe mais. Existem
pelo menos duas maneiras de generalizar o fibrado tangente. A primeira consiste
em considerar a uniao dos fibrados tangentes aos estratos de uma estratificacdo da
variedade e de considerar a obstrucdo a construcdo de r-referenciais adaptados. Isso
é o ponto de vista de M.H. Schwartz [Scl], na sua bonita construgio de campos ra-
diais dando a primeira definicao de classes caracteristicas para variedades analiticas
complexas. A defini¢do de R. MacPherson [MP2] generaliza a defini¢do axiomdtica
de classes de Chern, com uma prova da conjectura de Deligne e Grothendieck. De
fato, foi provado em [B-S] que as defini¢oes de M.H. Schwartz e de R. MacPherson
sdo as mesmas, via o isomorfismo de Alexander, e a partir dai tais classes foram
chamadas de classes de Schwartz-MacPherson. Na Secdao 3 recordamos as nogoes
necessarias de variedades singulares e na Segao 4 as defini¢oes de M.H. Schwartz e



2 Introducdo

de R. MacPherson.

Outra maneira de substituir o fibrado tangente, no caso de uma variedade singu-
lar, é de considerar o fibrado virtual. Este ponto de vista foi o de Fulton [Fu], para
definir classes caracteristicas no caso de variedades singulares. As classes de Fulton
nao sao iguais as de Schwartz-MacPherson. No caso de uma intersecao completa
local X, e mais geralmente de hipersuperficies, é possivel interpretar a diferenca
entre estas classes. Se X tem pontos singulares isolados, a diferenca é a soma dos
nimeros de Milnor nos pontos singulares [Su]. No caso geral, varios autores dao in-
terpretagoes desta diferenca, chamada de classe de Milnor. Isso é o assunto da Se¢ao
5.

Os espagos considerados neste curso sao compactos, a maioria dos resultados
podem ser estendidos no caso nao compacto, usando homologia com suportes local-
mente finitos. O leitor interessado encontrara na literatura os resultados correspon-
dentes.

Estas notas correspondem ao curso que foi dado em setembro de 2001 no Instituto
de Ciéncias Matematicas e de Computagao da Universidade de Sao Paulo, Campus
de Sao Carlos. Quero agradecer ao Instituto e especialmente a Maria Aparecida
Ruas pelo convite para trabalhar num lugar bem agradavel e favoravel a pesquisa
em matematica. Um resumo deste curso foi também ministrado no IMECC, Uni-
versidade de Campinas. Devo a Maria Aparecida Ruas a supervisao da edigao deste
curso. Eu quero agradecer especialmente & Maria Alice Bertolim de Sao Carlos e
também ao Rogério Mol de Belo Horizonte pela correcao dos meus erros de por-
tugués. Os erros que permanecem vém das minhas tltimas mudangas, e nao sao
imputaveis a Maria Alice ou Rogério. Para a edicao das figuras contei com a ines--
timavel ajuda da Maria Alice e do Sadao Massago, a quem também agradeco.

Sao Carlos, Julho 2002
Marselha, Novembro 2002
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A caracteristica de Euler-Poincaré

1.1 Definicao combinatdria

“A histéria das classes caracteristicas inicia em 1758, com a famosa férmula de Euler:
para um poliedro P de dimensao 2 em R®, homeomorfo 3 esfera S?, temos

TLQ—TL1+TL2:2,

onde ny é o nimero de vértices de P, n; o numero de arestas e ny, o nimero de faces.
Dai, para um poliedro P qualquer, de dimensao 2 em R®, a soma alternada

X(P) =ng —ny + ny

foi chamada caracteristica de Euler de P.

Em 1893, Poincaré estende este resultado para poliedros finitos P de dimens&o
qualquer n em R™: sendo n; o numero de simplexos de dimensao ¢ do poliedro P, a
caracteristica de Euler-Poincaré de P ¢ definida por

n
x(P) = Z(—l)ini.
i=0
Sendo um poliedro finito P em R™, a reuniao dos simplexos de P é um subcon-
junto compacto de R™ denotado |P| e chamado realizagdo geométrica de P. Um
espago topoldgico X é chamado trianguldvel se existe um poliedro P ¢ um homeo-
morfismo A : |P| = X. O par (P, h) (ou mais simplesmente o poliedro P) é chamado
triangulacdo de X. O resultado importante de Poincaré é que para duas triangu-
lagGes P e Q do mesmo espago X temos x(P) = x(Q). Este nimero, independente
da triangulagao de X, é chamado caracteristica de Euler-Poincaré de X e denotado
x(X).
Assim, para a esfera S™ temos x(S™) =1+ (—1)™
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Figura 1.1 Triangulacoes da esfera S? e do toro T'. O toro é obtido por identi-

ficagao dos segmentos de mesmo nome respeitando orientagao dos mesmos. Temos:
x(S?) =2 e x(T) =0.

c
b ' d
a a
b d
c
Figura 1.2

Triangulagoes do toro pingado, X e do toro de género 2, 7,. As
superficies sao obtidas por identificagao dos vértices e dos segmentos de mesmo nome
respeitando orienta¢do dos mesmos. Temos: x(X) =1 e x(Tz) = —2.



1.2. Nimeros de Betti 5

1.2 Numeros de Betti

Os elementos C;(P) do complexo simplicial tém um nimero de geradores igual ao
nimero de i-simplexos de (P). Entao eles sdo grupos abelianos livres finitamente
gerados. Os subgrupos Z;(P) = Ker(0; : Ci(P) — C;—1(P)) e Bi(P) = Im(9;4, :
Ci+1(P) — C;(P)) sao finitamente gerados como subgrupos de um grupo finitamente
gerado. Por outro lado, os grupos de homologia H;(P,Z) sao também finitamente
gerados como quociente de grupos finitamente gerados. Podemos escrever

Hz(P)Z) = Li ®711

onde L; é a parte livre e T; o subgrupo de torsao de H;(P).
Definimos os niimeros de Betti de P como o posto

Bi(P) =tk (Hi(P,Z)) = rk (L;).

O Teorema de Poincaré é o seguinte:

Teorema 1.1 (Teorema Poincaré)

Seja P um poliedro finito de dimensaon em R™, com nimeros de Betti 3;(P), temos

n

X(P) =Y (-1)'8:(P).

=0
Demonstracao
Da seqiiéncia longa
oy B (B P A e (P) 5 o

obtemos as seguinte igualdades

> (1)'n; = > (-1)"(dim Z; + dim B;_,)
=0 =0
= (-1)'(dimZ — dim B;) = » (~1)8:(P)
1=0 1=0
e o teorema. O

Por outro lado, se (P) for a triangulagdo de uma variedade suave M, compacta,
orientada, de dimensao n, temos o Teorema de dualidade de Poincaré:
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Teorema 1.2

Seja P um poliedro finito, tal que | P| seja uma variedade suave, compacta, orientada,
de dimensao n. Temos

:Bi(P) = ﬁn-—i(P)'

Alexander demonstrou em 1915 que duas triangulagdes do mesmo espago topo-
légico compacto X tém os mesmos numeros de Betti. Este resultado aprofunda o
resultado de invariancia de Poincaré: nao somente a caracteristica de Euler-Poincaré
nao depende da triangulacao de X mas também os nimeros de Betti.

1.3 Teorema de Poincaré-Hopf
1.3.1 Caso suave

O Teorema de Poincaré-Hopf foi demonstrado em dimensao 2 por Poincaré em 1885,
e em todas dimensoes por Hopf em 1927.

Lembramos que uma variedade suave (ou néo singular) de dimensdo n é um
espago topolégico M tal que para todo ponto z de M, existe uma vizinhanca U,
homeomorfa a uma bola B® C R" e cujo bordo (o “link” de z) é homeomorfo & esfera
Ui

Denotaremos por M uma variedade diferencidvel, suave, orientada de dimensao
n. Denotamos por v um campo de vetores definido numa vizinhanca do ponto a
de M, com (eventualmente) uma singularidade isolada em a. No vocabuldrio dos
fibrados (veja 2.2) isso significa que v é uma segdo do fibrado tangente a M, nula
(ou nao definida) no ponto a. Seja B(a) uma bola de raio suficientemente pequeno
numa carta local de M, tal que a seja o tnico ponto singular de v em B(a). Neste
caso, o campo v € bem definido e sem singularidade sobre o bordo S(a) = 0B(a).
Orientamos a esfera S(a) =2 S™! conforme a orientacdo de M e definimos a aplicacao
de Gauss

v:8(a) 2 S*! — S

por 7(z) = v(z)/llv(2)|l
O grau da aplicagao de Gauss é geometricamente o nimero de vezes que v(S(a))
recobre S™71, isto é o grau da aplicacdo

Yo: Ho (SN Z — H,_ (S ) 2 Z.

Este grau é denotado I(v,a) e chamado indice do campo v no ponto a. Ele nao
depende da escolha da bola B(a). Veja [Li] para uma defini¢do equivalente usando
o indice de Kronecker.
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v(z2)
o 'U(.’L'l)

v(zp)
To

Figura 1.3 A aplicacao de Gauss.

LEC@r £

I(v,a) = —1 I(v,a) =+2

Figura 1.4 Campos de vetores em dimensao 2

Teorema 1.3

(Teorema de Poincaré-Hopf) Sejam M uma variedade diferencidvel, compacta, ori-
entada, e v um campo de vetores tangente a M, com nimero finito de singularidades

1soladas a;. Temos
= Z I(v, a;).

Se existe um campo de vetores tangente a M e sem singularidades, entao x(M) = 0.
Reciprocamente, se x(M) = 0, podemos construir um campo de vetores tangente
a M sem singularidades. Se x(M) # 0, todo campo de vetores tangente a M tem
singularidades. Nesse caso, é possivel construir sobre M um campo de vetores com
uma unica singularidade (veja [Li]).

O Teorema de Poincaré-Hopf significa que a caracteristica de Euler-Poincaré cal-
cula a obstrugao para a construcao de um campo de vetores tangente a M, sem
singularidades.

Para uma demonstracao do Teorema de Poincaré-Hopf, veja por exemplo Lima
[Li]. Um exemplo de campo de vetores dando a prova do Teorema de Poincaré-Hopf
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I(v,ay) ’U(12

Campo paralelo Campo transversal
x(Sz) = +2 x(T)=0 x(T)=0
Figura 1.5 Teorema de Poincaré-Hopf para a esfera e o toro.

de uma maneira explicita é o campo de Hopf. O desenho seguinte mostra o campo de
Hopf sobre um simplexo de dimensao dois e da4 também uma idéia da generalizagao
da construcao em outras dimensoes.

z

Figura 1.6 O campo de Hopf

Denotamos z, os baricentros dos simplexos de dimensdo i. O campo de Hopf
sai dos vértices z, de (K). Sobre cada 1-segmento [z}, 23] de (K'), com i < j, o

-

campo ¢é proporcional ao vetor (a:;,x%,), com coeficiente A € [0,1], tal que A = 0
nos vértices e A = 1 ao meio do segmento. Nos 2-simplexos, o campo é obtido em
termos de coordenadas baricéntricas. Podemos imaginar a situagao gefal e escreve-la
explicitamente a partir do exemplo em dimensao 2.

1.3.2 Caso singular
Um espago topolégico X é uma variedade singular no ponto a se nao existe uma

vizinhanca de a homeomorfa & uma bola B™ C R" e cujo bordo é homeomorfo a
esfera S"~1. O toro pingado é um exemplo de variedade singular.
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+1\__/

B
N4

A

Figura 1.7 Suspensio de S! e do toro.

A suspensdo de X é obtida a partir do cilindro X x [—1, +1], colapsando os niveis
—lel.

O toro pingado admite uma singularidade no “ponto de pin¢camento”a. Neste
ponto, o link consiste de dois circulos S*, e ndo somente um. A suspensdo do toro
admite dois pontos singulares: os dois pontos de pincamento A e B. Nestes pontos,
o link é um toro, e ndo uma esfera.

No caso singular, o Teorema de Poincaré-Hopf nao é mais verdadeiro, usando um
campo de vetores qualquer. A razao é que a definicdo do indice s6 é valida numa va-
riedade suave, onde uma vizinhanca do ponto a ¢ homeomorfa a uma bola B" e cujo
bordo é homeomorfo a uma esfera S™!. Consideremos o exemplo do toro pingado
X, mergulhado em R?, que é uma variedade singular com uma singularidade isolada
no ponto de pingamento a. A nica maneira de definir um indice no ponto a é de
considerar um campo de vetores v definido numa bola B3(a) de centro a em R3,
tal que v(z) seja tangente a X para todo ponto z de X \ {a} e com uma tnica
singularidade a na bola B*(a). Consideremos dois exemplos de campos:

Figura 8.a Figura 8.b

Figura 1.8 Os campos w e v sobre o toro pingado
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a) O campo tangente as paralelas do toro 7" induz sobre o toro pingado X um
campo w entrando na bola B3(a) ao longo de um dos dois circulos de intersegao de
0B3(a) com X e saindo da bola ao longo do outro circulo (veja Figura 8 a). O campo
w definido sobre 8B*(a) N X é restrigdo de um campo W definido sobre dB3(a) e de
indice 0. Neste caso, o Teorema de Poincaré-Hopf nao se verifica porque temos

X(X) =1#0=1I(w,a)

b) Consideremos um campo de vetores v sobre B3(a), saindo de B3(a) ao longo de
0B3(a) e tangente a X ao longo de B*(a) N (X \ {a}). Este campo tem indice +1 em
a, ele pode ser estendido sobre o toro pingado em um campo de vetores v sem outra
singularidade além de a. De fato, podemos construir v de tal maneira que o dngulo
entre v(z) e o espago tangente ao “meridiano” contendo z diminui proporcionalmente
com a distancia a a até ser 0 pelo meridiano oposto a a (veja figura 8 b). Neste caso,
o Teorema de Poincaré-Hopf é verificado:

O campo v é o primeiro exemplo de campo radial, do qual faremos o estudo sis-
tematico na Secao 3.

Da mesma maneira que o campo radial permite recuperar o Teorema de Poincaré-
Hopf, a construgao de classes caracteristicas para variedades singulares consiste em
definir campos de vetores adaptados & situagao singular, generalizando a nogao de
campos radiais.

1.4 Teoria de Morse

Seja f : M — R uma fungao real de classe C*° na variedade M. Dizemos que o
ponto x € M é um ponto critico de f se numa carta local U de coordenadas locais
(z;),t1=1,...,n, numa vizinhanga do ponto z, temos

of
aa:,-

(z)=10, L - Y

Esta definicao nao depende da carta local escolhida.

O ponto critico z é chamado ndo degenerado quando o hessiano de f nesse pon-
to ndo é nulo. Lembramos que o hessiano é o determinante da matriz H(z) das
derivadas segundas

2
H(x):<6:f,6ij)(x) L

A fungao f : M — R é chamada func¢do de Morse se todos pontos criticos de f sao
nao degenerados.
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Num ponto critico de uma fungéo de Morse, a matriz H(z) é simétrica, entdo tem
valores préprios reais. O nimero de valores préprios negativos de H(z) é chamado
indice de Morse da fungdo f no ponto critico x.

Num ponto critico de indice zero a fun¢ao de Morse f admite um minimo relativo.
Num ponto critico de indice n = dim M, ela admite um méaximo relativo. Os outros
pontos criticos da fungao de Morse f sdo chamados pontos de sela.

C4
>
——
C1
Figura 1.9 Funcgao de Morse sobre o toro.

Seja m; o numero de pontos criticos de f cujo indice de Morse vale i. Morse
demonstrou em 1925 as desigualdades entre numeros de Betti e nimeros m;

k k
S (DB <Y1 k=0,...,n—1
1=0 i=0
> (-18= Y (-1)m
1=0 1=0

Esta igualdade implica
X(M) = " (-1)'m;
1=0
Uma interpretagao desta férmula é a seguinte: o campo de vetores gradiente de
: 9 ;) 7

f, denotado gradf(z), expresso em coordenadas locais como (5&, S a—;:%), é um
campo de vetores tangente a M cujas singularidades sao os pontos criticos de f.
Seja z um ponto critico da fungdao de Morse f, com indice de Morse 7, entao o indice
do campo de vetores gradiente neste ponto é I(gradf,z) = (—1)*.
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1.5 Formula de Gauss-Bonnet

Uma outra formulacao da caracteristica de Euler-Poincaré é obtida em termos de
curvatura integral. Seja K(z) a curvatura de Gauss da variedade M no ponto z,
temos

sty < ;‘— /M K(z) dM

onde c,, é o volume da esfera unitdria S™ C R™*! (veja Lima [Li]).

Esta formulagdo foi generalizada por Chern numa das defini¢oes de classes car-
acteristicas dadas em seu artigo de 1946. Neste curso, ndo vamos considerar esta
ultima definicao, embora ela seja muito importante e interessante.






